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Tout exemplaire qui ne porterait pas , comme ci^ 
dessous ma signature^ sera contrefait. Les mesures 
nécessaires sont prises pour atteindre , conformé' 
ment h la loi f les fabricateurs et les débitons de 
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Le nombre 4097, page i33, ligne troisième 
d'en bas, doit être remplacé par 65537* ^^ même, 
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nuse 4^^ 

Gonnoissant l'hypoténuse d'un trièdre rectangle, 
et un de ses côtés , construire graphiquement 
l'autre côté, et ses deux angles . . • 435 

Gonnoissant un des côtés du trièdre, avec l'angle 
opposé, construire graphiquement l'autre côté, 
l'autre angle, et l'hypoténuse .... 436 

Gonnoissant l'un des deux côtés d'un trièdre 
rectangle, avec l'angle adjacent, construire 
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Nom. 

graphiquement Tautre côté, l'autre angle et 
rhypoténuse . 4S8 

Connpissant l'hypoténuse d'un trièdre rectangle, 
et Tun des deux angles , construire graphi- 
quement l'autre angle et les deux côtés . . 4^ 

Connoissant les deux angles d'un trièdre rect- 
angle, construire graphiquement les deux cô- 
tés et rh3rpoténuse • • • • . • 440 

CHAPITRE QUATORZIEME. 

LES PROJECTIONS. 

La projection et un point sur un plauj est le pied 
de la perpendiculaire, abaissée du pîoint sur le 
plan. Les plans determinateurs ^ horizontal et 
vertical. On donne le nom de base à Tinter- 
section commune des deux plans. Les traces 
d'un plan ; de même que les traces d'une ligne 441 

Connoissant les projections de deux points dans 
l'espace, trouver les traces de la ligne qui joint 
les deux points • . • • ' . . 468 

Les mêmes choses étant supposées, déterminer 
les angles que fait ctette même ligne, tant avec 
la base qu'avec les deux plans déterminateurd 46^ 

Connoissant les projections de trots points quel- 
conques, trouver les traces du plan qui passe 
par ces points • • • • • . • 464 

Connoissant les traces d'un plan, trouver celle 
d'un second plan parallèle au premier, et pas- 
sant par un point, dont les projections sont 
données .• f • /fiS 

Connoissant les traces d'un plan , et les projec- 
tions d'une ligne qui le traverse, déterminer 
les projections du point de leur intersection 
mutuelle • • • • . • • . 466 

Connoissant les deux traces d'un plan, abaisser 
d'un point dont les projections sont données, 
une perpendiculaire sur le plan • • » 467 

Les 
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Les deux projectioiis d'une ligne, et celles d'un 
point étant données , trouver les traces d'un 
plan 5 mené par le point perpendiculairement 
\ la ligne • • 468 

Abaisser d'un point une perpendiculaire sur une 
ligne donnée , les projections de Tun et de 
l'autre étant supposées connues ^ .' . «4^ 

Connoissant les projections de deux lignes me- 
nées dans l'espace , ' trouver les traces d'un 
plan 9 conduit suivant l'une, et parallèle à , 
l'autre • • 470 

Construire la plus courte distance entre deux 
lignes dont les projections sont données . • 473 

CHAPITRE QUINZIEME. 

LES POLYÈDRES. 

Le nombre des angles solides d'un polyèdre quel- 
conque est égal a celui de ses arêtes, moins 
celui de ses faces , plus deux • . . . - , 47^ 

La pyramide, régulière et irrégulière, entière et 
. tronquée • • • • • ' • • . 47g 

Le prisme régulier et irrégulier; droit et oblique. 
Le parallélépipède , le cubé* • • . . 482 

CHAPITRE SEIZIÈME. 

LA MESURE DES SOLIDES. 

La solidité d'un parallélépipède-, d'un prisme 
droit, de même que celle d'un prisme quel- 
conque, est égale au produit de sa base par sa 
hauteur • . . , • . » . 48g 

La solidité d'une pyramide quelconque est égale 
au tiers du produit de sa base par sa hauteur 5o6 

Toute pyramide tronquée à bases parallèles est 
la somme de trois pyramides entières de la 
même hauteur qu'elle , et qui ont pour leurs 

trois 
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trois bases, les deux bases opposées de la py- 
ramide, et une moyenne proportionnelle entre 
les deux bases • • • « • • • 5io 

Tout prisme triangulaire obliquement tronqué, 
est la somme de trois pyramides, ayant pour 
base commune l'une Cies deux bases opposées 
du prisme, et pour sommets les trois angles 
de l'autre • • • • . • • . . 5ia 

Toutes lea sections qu'on peut fkire dans un 
corps prismatique quelconque, et qui font le 
même angle avec sa base, sont équivalentes \ 
entr'elles. Le rapport de la base à la section 
dépend uniquement de la quantité de cet 
angle .•••••••, 614 

Surfaces des prisnies et des pyramides • • 617 

CHAPITRE DIXSEPTIEME. 

LES POLYÈDHES SEMBLABLES. 

Deux .pyramides irianeulaires sont semblables, 
lorsque leurs faces nomologues sont des tri- 
angles semblables entr'eux. Développement 
ultérieur de cette définition • • • • 5So 

JLes volumes de deux pyramides triangulaires 
qui ont un angle trièdre de commun entr'elles, 
sont donc entr'eux comme les produits des 
arêtes qui comprennent cet angle . • . 534 

Les polyèdres semblables. Leurs surfaces sont 
entr'elles comme les quarrés des arêtes homo- 
logues; et leurs volumes, comme les cubes 
de ces arêtes • • • . • • • • 536 

Trouver le rapport entre les côtés homologues 
de deux polyèdres semblables entr'eux • . 540 

Le nombre des données nécessaires et indépen- 
dantes entr'elles, pour déterminer un po- 
lyèdre quelconque, parmi tous ceux de la. 
même espèce j est égal au nombre de ses 
arêtes • • • • 54a 

CHA- 
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CHAPIXaE DIX-HUITIEME. 

LES TROIS CORPS RONDS. 

Num; 

Le cylindre , droit et oblique . • . '. 545 ^ 

Le cône droit, entier et tronqué. • • • 649 

La sphère. Le segment spherique. La zone j 
la calotte, la flèche. Le secteur spherique. 
Axe et pôles d'une section spherique . • 56o 

Surfkce du corps, produit par la révolution d'un 
polygone régulier, autour d'un de ses dia- 
mètres. Détermination du rapport dans le- 
quel cette surface est aggrandie , lorsqu'en 
conservant le contour dupolygone^ on double 
le nombre de ses côtés . • \ • • • ^75 

Surface de la sphère entière, et d'une zone 
spherique • 58(> 

Volume du corps , produit par la révolution d'un 
polygone régulier quelconque autour d'un de 
ses diamètres 586 

Volume d'un secteur spherique et d'un segment 
spherique, compris entre deux cercles paral- 
''lèles entr'eux. Volume de la sphère entière • 591 
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CHAPITRE PREMIER. 

Les Principes. 

!• JLja Géométrie a pour objet les quantités > 
en tant qu'elles ont de l'étendue. 

Un retour attentif sur Qôus-mémes nous ap- 
prend que les deux grandes idées d*étendue et de 
durée ^ c'est-à-dire, de l'espace et du tems^ sont an- 
térieures à toutes celles que nous avons reçues par 
nos sens ; ejt qu'il faut les excepter de la loi géné- 
rale , en vertu de laquelle toutes nos idées ont été 
regardées comme le résultat de Texpérience. C'est 
an contraire par elles que notre entendement de- 
vient susceptible de recevoir les impressions des sens^ 
et de les employer pour se former d'autres idées. 
Nous ne pouvons nous représenter dans ' l'esprit un 
être quelconque, sans lui supposer de l'étendue^ ni 
un événement quelconque sans lui supposer de la 
durée : et quelqu'abstraites que soient nos idéies de 
l'un et de l'autre, les deux idées fondamentales de 
l'espace et du tems s'y trouvent toujours tacitement 
comprises. 

L'espace , objet de l'idée générale que nous 
nous faisons de l'étendue^ n'a d'autres limites que 
ceux que notre entendement veut lui supposer : il 
doit être considéré comme infini en lui-même, et 
il est la somme de tous les espaces partiels et limi« 
tés y qui aont l'objet de la science que nous traitons. 

2. Une portion quelconque de cet espace 
infini ^ bornée de toutes parts par les limiteâ^ 

A que 
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que notre entendement a voulu lui supposer , 
prend le nom de corps mathématique. 

Le corps raathémaiique n*a donc une existence 
réelle, qu'autant qu'il joint à retendu^, les qua- 
lité», physiques qu'il doit avoir pour être accessible 
à 'DOS sens: et , alors il est ce que nous nommons 
solide* Dépourvu de toutes les qualités physiques, 
et n'ayant que rétendue seule, le corps mathémaiique 
n'est qu'un simj^le être de raison, mais admettant^ 
comme tel , unç infinité de recherches d'une vérité 
démontrée, lesquelles ensuite sont applicables aux 
solides réels. 

' 3. Le corps mathématique et limité, 
comme faisant une partie quelconque de l'es- 
pace indéfini, a nécessairement ses trois di- 
mensions , que nous désignons par les noms' 
de longueur^ de largeur ^ et de hauteur \f prcH- 
fondeur, ou épaisseur^ Si nous nous arrêtons 
aux surfaces qui le terminent , ces surfaces , 
n*ayant plus que deux dimensions , nous pré- 
sentent l'exemple d'une étendue en longueur 
et en largeur , mais* dépourvue d'épaisseur. 

4. En nous bornant encore aux limites 
entre lesquelles la. surface se trouve comprise, 
nous reconnoissons dans ces limites l'exemple 
d'une étendue en longueur , mais dépourvue 
de largeur et d'épaisseur* Ces limites sont ap- 
pellées lignes. 

5. La ligne enfin est terminée de part et 
d'autre par des points ^ qui n'ont plus aucune 
espèce de dimension. Les points cependant 
sont encore un objet de notre entendement , 
et ils peuvent être considérés comme le prin- 
cipe générateur de toute étendue , produite 
par le mouvement. 

Dans 
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Dans rimpossibllité de présenter \ nos sens des 
points , (les lignes , des surfaces mathématiques , 
nous sommes obligés- de leur substituer des points, 
des lignes., des surfaces matérielles', douées de 
toutes les trois dimensions, et ayant de plus des 
qualités physiques , qui ne devroieiit jamais ientrer 
dans une considération purement noiathématique. 
Nous faisons abstraction de ces dernières autant que 
nous le pouvons : et quant aux autres, nous tachons 
de donner à nos lignes ai:^ssi peu de largeur , et à 
nos surfaces aussi peu d'épaisseur que rimperfectioxi 
'inévitable des instrumens nous permet de Iraire* 

6. Une ligne peut être considérée comine 
produite par le mouvement d'un point , dans 
un sens, et suivant des directions quelconques. 
Si ce mouvement se fait constamment dans la 
même direction , il en résulte la ligne droite ; 
c'est le chemin le plus court pour' aller d'un 
point vers un autre point : aussi exprime-t-elle 
la distance qui est entre deux points quel- 
conques. La ligne droite peut être prolongée 
indéfiniment au-delà des deux points qui la 
terminent de part et d'autre. Toute ligne qui 
n'est pas droite , prend le nom de courbe. 
L'intersection de deux lignes qui se rencontrent, 
se fait toujours dans un point. 

L'idée de/Ia ligne droite est si simple, que par 
6a simplicité même il devient difficile de la définir. 
L'expérience nous en fournit des exemples sans 
nombre dans les cordes -tendues , les Jils h plœnb , 
f les rayons visuels etc. Cependant les idées de <Z/j- 
], tance et de direction, qui supposent déjà celle de 
la ligne droite , se présentent si naturellement k 
l'esprit, qu'il est permis de douter, si réellement 
cette dernière est le résultat de l'expérience. 

7. La surface peut être considérée de même 

comnoie produite par le mouvement de tout« 

A a • ligne, 
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ligne,' (Jroite ou courbe, dans tout autre sens J 
que clans celui de sa longueur. La surface 
plane est celle à laquelle on peut appliquer 
exactement une ligne droite dans tous les sens. 
L'intersection de deux surfaces qui se ren- 
contrent , est toujours une ligne. La surface 
})lane peut être prolongée indéfiniment, dans 
e sens de chacune des deux dimensions dont 
ielle est composée. 

8. Le corps enfin peut être considéré 
comme produit par le mouvement de toute 
surface quelconque, dans un sens différent de 
celui de chacune de ses deux dimensions. 
L'intersection commune d'un corps et d'une 
surface quelconque , est elle-même une sur- 
face , faisant partie de la surface sécante , et 
terminée par une ligne qui se trouve touta 
entière dans la surface du corps coupé. L^in» 
tersection commune d'un corps et d'une ligne 
est elle-même une ligne , faisant partie de la i 
ligne sécaiite , et terminée de part et d'autre 

h la surface du corps. 

9. De ce qu'une ligne droite' est la trace 
d'un point , mû suivant une direction con- 
stante d'un de ses bouts à l'autre , il s'ensuit 
que deux points donnés ne peuvent être joints 
que par une seule ligne droite : que la posi- 
tion d'une ligne droite est déterminée par /deux 
quelconques de ses points; que deux lignes 
droites ne peuvent se rencontrer que dans un 
seul points et que jamais elles ne suffisent 
pour renfermer un espace. 

10. 
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lo. Outre les trois espèces détendues pai> 
fâitement limilëes que nous venons d'exposer, 
il y a encore un genre d'étendues indéfinies , 
qui sans être ni lignes, ni surfaces, ni corps, 
sont cependant susceptibles , comme elles , 
d'augmentation et de diminution, admettant, 
comme elles, une mesure fixe et invariable, 
et entrant comme partie nécessairement con- 
stituante dans toutes les considérations des 
lignes, des surfaces, et des corps. Ces quan- 
tités résultent de l'inclinaison plus ou moins 
grande d'une ligne droite vers une autre , ou 
vers une surface plane, ou de l'inclinaison mu- 
tuelle de deux surfaces planes. 

1 r • Nous appelions Angle (Fig. i •) , l'in- 
clinaison d'une ligne droite AB vers une autre 
AC , qu'elle rencontre quelque part en A. Le 

?oint de rencontre A est nommé sommet de 
angle , les lignes elles-mêmes AB et AC en 
sont les côtés- Comme, on peut indéfiniment 
prolonger ces deux lignes sans que leur incli- 
naison mutuelle en soit affectée, il est visible 
que la quantité de l'angle est indépendante de 
la longueur de ses côtés. 

Pour désigner un angle, on emploie trois lettres ; 
en mettant au milieu' celle qu'occupe le sommet de 
l'angle, et en prenant les deux autres sur les côtés. 
C'est ainsi que l'angle formé par la rencontre des 
lignes AB et AC, sera marqué BAC ou CAB. S'il 
lyy ^ qu'un seul angle au point A, la lettre placée 
près de ce point suffira pour désigner l'angle* 

L'inclinaison d'une ligne droite vers un plan, 
aussi bien que l'inclinaison mutuelle de deux plans, 
est toujours réductible \ l'angle îotmé par la ren- 
contre de deux lignes. Il faudra employer quatre 

et 
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et même cinqleitres pour désigner un angle semblable ; 
ce que nous verrons en son lieu. 

la. Lorsque la ligne AD f^ig. a.^ ren- 
contre la droite EAC sous une inclinaison telle, 
qu'il en résulte départ et d'autre du point A, 
les aiigjes égaux DAC et I>AÈ , ces angles 
prennent le nom d'angles droits ; et la ligiic 
elle même DA, qui ne penche alors ni vers. G, 
ni vers E , est dite perpendiculaire sur EAC. 

i3. Lorsqu'au contraire la droite AB est 
tellement inclinée vers EzVC , qu'il en résulte 
de part et d'autre du point A , les angles in- 
égaux BAC et BAE, l'un des deux, BAC, qui 
sera moindre que l'angle droit DAC, est nom- 
mé aigu: et l'autre BAE, qui sera plus grand 
que l'angle droit DAE, prend le nom d^ obtus. 

i 

\l\. Les deux angles BAG et BAE sont ap- 
pelles angles contigus et angles de suite ; et on 
voit par Tinspection de la figure, que la. 
somme de deux angles de suite équivaut tou- 
jours à celle de deux angles droits. 

i5. On. peut exprimer plus généralement 
cette proposition, et dire (Fig* 3/), que quél- 
q^ue soit le nombre des lignes droites AB, AF, 
AG , AH, partant toutes d'un même point A, 
et tirées du même côté d'une autre droite 
quelconque EAC, la somme de tous les angles 
compris entre ces lignes et la droite EAG , 
équivaut à celle de deux angles droils. 

i6. C'est par "cette même raison (Fig./i.J, 
qu'en menant d'un point quelconque A autant 
de droites qu'on vouidra, telles que AB , AG , 

AD, 
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AD , A£ f répandues dans le plan dans lequel 
on suppose le point A, la somme de tous les 
angles formés par ces lignes, équivaut à celle 
de quatre angles droits. ' 

17. Lorsque la droite AB traverse entière- 
ment la droite ^tiC (Fig, 5.), et qu'elle est 
prolongée indéfiniment au-delà du point A , 
il en résulte autour de ce point quatre angles', 
lesquels pris deux à deux, forment des angles 
de suite ; et parmi lesquels ceux qui sont op- 
posés au sommet, tels que BAC et FAE, ou 
BAE et FAC, sont nommés verticaux. Il suit 
de la nature de la ligne droite, et de sa di- 
rection constante dans tous ies points , que, 
les angles verticaux sont égaux entr'eux. 

Il me semble qu'on pourroit se contenter du 
«impie énoncé de cette vérité, qui est visiblement 
fondée dans l'idée même de la ligne droite. • 
Voilà cependant la démonstration qui se trouve dans 
tous les Élémens de Géométrie, depuis £z/c//Jô jus- 
qu'à nos jours. 

Les angles BAC et BAE sont des angles de 
suite : les angles FAE et BAE le sont aussi. Ainsi 
les angles BAC et FAE expriment Tun et Tautre ce 
qu'il faudroit ajouter à Tangle BAE , pour faire de 
part et d*autre une somme égale à celle de deux 
angles droits. Donc ils sont égaux entr'eux. 

Il faut observer au sujet àes deux propositions, 
concernant la sonime de deux angles de suite égale 
à celle de deux angles droits, et l'égalité mutuelle 
de deux angles verticaux entr*eux , qu'elles sont du 
nombre de celles , dont Tipverse est également ad- 
missible. / 

C'est ainsi que (JFig. 2.) si les deux angles ad- 
jaunts BAC et BAE valent ensemble deux droits, 
les deux côtés AC et AE, seront en ligne droite. 

Car 
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Car les deiyc lignes AG et ÂB étant données 9 
il n'7 a certainement qu'une seule ligne AE^ qui 
puisse être le prolongement de AG. 

Il n*y en a non plus qA'une seule, qui puisse 
faire avec AB un angle , tel que la somme des deux 
angles BAC et BAE soit égale à deux droits. 

• Donc, si la proposition directe est vraie , l'in- 
verse doit rétre également. 

On prouvera de la même manière , que si les 
angles verticaux sont égaux entr*eiix {Fig. 5.), la 
ligne EAG étant reconnue pour une ligne droite , 
les deux lignes, AB et AE seront aussi en ligne 
droite. 

18. Le grand objet de laGe'ométrie est la 
mesure des quantités étendues , et leur réduc- 
tion à d'autres quantités étendues de la méi^e 
espèce , qu'on suppose connues, et qui piir 
cette raison peuvent servir de mesure aux 

, autres. C'est ainsi qu'une ligne droite connue 
sert de mesure aux longueurs : une surface 
plane connue est employée pour mesurer les 
surfaces : et on choisit quelque corps régulier 
et connu , pour déterminer le volume de tous 
les corps en général. Il nous reste donc à 
parler des moyens qu'on a employé pour pie- 
6urer les angles. 

19. On peut se représenter un angle quel- 
conque PAQ (Fig. 6J , compris entre les cô- 
tés AP et AQ , comme engendré par le mou- 
vement de la droite AP autour du sommet A, 
dans un plan que je suppose être celui de la 
table. En vertu de ce mouvement , chaque 
point de la droite AP décrit autour du som- 
met A un arc de cercle, qui a pour rayon la 

dis- 
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distance de ce point au sommet de l'angle et 
qui est intercepté entre ses côtés. Ainsi les 

{>oints B,'C, D, E, décriront respectivement 
es arcs de cercle BG, CH, DI, ER^ dans le 
tems que le côté AP aura employé , pour ar- 
river de sa position primitive AP y dans sa 
nouvelle position AQ. 

20. De plus, comme le mouvement de la 
droite entière AP est simultané avec celui de 
chacun de ses points , il est clair que lorsque 
la droite AP aura décrit im espace quelconque 
indéfini PAQ , égal à une partie aliquote quel- 
conque, à un dixième par exemple, de sa ré- 
volution entière autour du sommet A, chacun 
de ses points , tel que B, C, D, ou E', aura 
aussi décrit un arc de cercle , tel que BG,. CH, 
DI, EH, égal à la dixième partie de la cir- 
conférence entière , qui a pour rayon la dis- 

t tance de ce point au sommet de l'angle. 

21. Donc, l'angle PAQ lui-même n'étant 
autre chose que le rapport de l'espace indéfini 
PAQ , compris entre les deux côtés de l'angle 
AP et AQ , à l'espace entier dont A est suppo- 
sé le centre , vous aurez une mesure très- 
exacte de cet angle , en décrivant de son som- 
met A , avec un rayon pris à volonté , une 
circonférence de cercle. Le rapport de l'arc, 
intercepté entre ses côtés , à la circonférence 
entière, ou à la demi-circonférence, ou au quart 
de circonférence, sera la mesure de la quanti- 
té de l'angle. 

aa. Dans toute la suite dé cet ouvrage , 
nous regarderons l'angle droit, où le quart de 

dr- 
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circonférence de'crit avec un rayon arbitraire, 
coinme Tunité angulaire,, k laquelle nous rap- 
porterons tous k*s angles quelconques , en les 
exprimant par les fractions , qui expriment 
les rapports qu'ils ont avec l'angle droit. 

La division île la circonférence de cercle en 36o 
dégrés, du degré en 60 minufes, de la minute en 
60 secondes etc. qui a été généralement reçue parmi les 
géomètres pendant une longue suite de siècles , 
nous vient originairement des Egyptiens. Ils avoîent 
adopté le nombre 56o préférablement aux autres , à 
cause de l'avantage qu'il a d'être exactement divi- 
sible par fi, 3, 4, 5, 6, 8, g, 10 etc. 

Cependant les Géomètres les plus célèbres- des 
derniers tems , parmi lesquels nous nous contente- 
1:0ns de citer Henri Briggs , Henri Gellibraud ^ Jean 
Newton, Nicolas Mercator ^ ont senti déjà qu'au- 
cune raison ne devoit 'prévaloir sur les avantages 
immenses de la subdivisicm décimale. 

Tel a été aussi dans tous les tems le principe 
de la Géométrie Chinoise, nation égale aux Égyp- 
tiens par l'ancienneté , et recommandaWe dès-lore 
par une maàse de lumières qu'elle a toujours été 
jalcruse de conserver. , 

La division décimale , dans laquelle l'angle droit 
ou le quart de circonférence est toujours regardée 
comme unité angulaire , est exclusivement re<jue 
aujourd'hui dans les ouvrages des Géomètres Fran- 
tçois : elle fera oublier enfm l'ancienne division par 
36o, et par 60, qui nous oblige à des calculs beau- 
coup trop compliqués. 

Comme on est souvent obligé de réduire les 
' dégrés, minutes et secondes à des parties décimales 
de l'angle droit , et réciproquement , on pourra 
suivre/ la règle très-simple, que j'ai donnée dans 
mes FXémens à' Arithmétique ^ page 67, à laquelle je 
renvoyé mes lecteurs. 

a3. 
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' ' a3. Les vérités mathématiques , n*ayant 
..d'autre objet que des notions sur l'étendue 
qui ne viennent point originairement dé l'im- 
pression* de nos sens , et qui sont antérieures 
à toute expérience , ont un caractère qui les 
distingue de toutes les autres branches des 
connoissances humaiixes. Ces dernières sont 
plus ou moins revendiquées par l'expérience 
qui les a fournies, et à qui l'entendement hu- 
main en est toujours redevable. Les vérités 
mathématiques sont l'ouvrage et la propriété 
exclusive du géomètre dans la tête duquel elles 
ont pris naissance, et où elles se sont succès- ' 
sivement développées : et comme elles sont 
absolument indépendantes du témoignage tou- 
jours défectueux,- souvent trompeur, rarement 
décisif de nos sens , elles en acquièrent un 
caractère de clarté , de certitude et d'eVidence, 
auxquelles nps autres connoissances ne peuvent 
jamais atteindre. Dans toutes les sciences na- 
turelles sans exception , le raisonnement le 
plus profond et le plus concluant, est toujours 
• subordonné à l'expérience : dans la géométrie 
seule , et dans les parties qui en dépendent , 
toutes les preuves tirées de l'expérience ne 
peuvent jamais prévaloir contre la rigueux de 
la démonstration. Ici, la certitude porte toute 
l'empreinte d'une vérité inébranlable ; tandis 
que par-tout ailleurs, ce que nous ^ appelions 
certitude , n'est jamais qu'une probabilité plus 
ou moins forte. 

24. C'est ce catactère particulier' des véri- 
te's mathématiques, qui a permis d'établir dans 
renseignement de la science une méthode par- 
ticulière, 
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ticulière^ recommandable par sa clarté^ son 
évidence et la marche régulière qu'elle prér 
sente, mais qu'on tacheroit vainement d'appli- 
quer aux autres sciences quelconques. 

aS. Le géomètre commence par des Axiomes. 
Ce sont des vérités tellement évidentes par 
elles-mêmes , que tout le genre humain est 
obligé d'en convenir, et qu'il seroit impossible 
de les ramener à d'autres propositions plus 
évidente». 

Voici les axiomes qu'Eucîîde a mis à la tête dt 
ses Élémeiis. 

Le tout est égal à toutes ses parties prises en- 
semble. 

Le tout est plus grand qu'une de ses parties. 
Deux lignes droites n'enferment point un espace. 

Si deux lignes droites se coupent l'une l'autre» 
elles se couperont en un point. 

Les lignes ou les surfaces, qui étant appliquées 
les unes sur les autres se conviennent parfaitement^ 
sont égales entr'elles. 

Les quantités égales à une même grandeur 9 
80nt égales entr'elles. 

Si à des quantités égales on ajoute des quanti' 
tés égales , ou qu'on en retranche des quantité^ 
égalCvS, les sommes dans le premier cas, et les excès 
dans le second, seront égaux entr'eux. 

Si des quantités égales sont multipliées on divi- 
sées par le même nombre , les produits dans le 
premier cas , et les quotiens dans le second se- 
ront égaux entr'eux. ' 

Si à des quantités inégales on ajoute des qiian- 
tîtés égales, ou qu'on en retranche des quantités 

égales , 
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égales, les touts dans le premier cas, et les restes 
dans le second seront inégaux entr'eux: et dans les 
deux cas la différence entre les nouvelles quantités 
qui en résultent, sera encore la même que celle 
qui existoit entre les deux quantités inégales^ avant 
qu'on y eut ajouté les unes , ou qu'op en eut re- 
tranché les autres. 

a6. A ces axiomes y les anciens géomètres 
faisoient succéder des demandes. Ce sont des 
suppositions d'opérations, auxquelles toute so- 
lution d'un problème quelconque de géométrie ' 
se réduit, et qu'on peut faire sans di£Gicultés^ 
ou qu'on peut au moins imaginer. 

Voici les trois demandes d'Ëuclîde; 

D'un point quelconque on peut tirer une ligne 
droite ^ tout autre point. 

Il est possible de prolonger toute ligne droite 
au-delll des deux limites qu'elle a de part et d'autre. 

Il est possible de décrire un cercle de tel centre 
et de tel rayon qu'on veut, ou d*inoiaginer que ce 
cercle est décrit. 

On voit par ces demandes que la règle et le 
^omjycLS sont les seuls instrumens admis dans une 
exinstruction géométrique. 

27. Le géomètre n'employé aucun terme 
izn peu obscur ou équivoque , sans qu'il l'ait 
préalablement défini : et il n'employé dans ces 
définitions que dès termes parfaitement connus 
ou déjà expliqués. Créateur lui-même de toutes 
les notions qu'il employé, il est toujours le 
maître de mettre dans ses définitions la clarté 
nécessaire , pour ne laisser lieu à aucun doute, 
et pour faire disparoitre toute équivoque. 

as. 
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a8. Les théorèmes sont des vérités qui, 
sans être évidentes par elles-mêmes , le de- 
viennent cependant par le moyen d'un raison- 
nement qu^on appelle démonstration. Souvent, 
et surtout lorsqu'on les applique à des- cas 
particuliers, opi peut en tirer des conséquences 
presque immédiates , qui alors sont représen- 
tées comme corollaires. • 

29. I-ies problêmes sont des propositions 
dans lesquelles il s'agit de découvrir une vé- 
rité, ou d'exécuter quelque chose qu'on de- 
mande.- Le problême est toujours suivi de sa 
solution y et cette solution de sa démonstration. 

30. Le lemme est une proposition subsi- 
diaire , et placée hors de l'ordre établi, qu'on 
démontre pour faciliter la démonstration, ou 
la solution d'un problême plus difficile. 

3r. Les scolies enfin -sont des remarques 
qu'on fait à la fin d'une ou de plusieurs pro- 
positions, afin d'en montrer l'application, la 
liaison , ou la généralité. Souvent on y ren- 
ferme des notices historiques , qui peuvent 
ajouter de l'intérêt aux propositions qu'on a 
démontrées. 

Sa. Dans l'exposé des démonstrations, on 
ne peut guères se passer entièremeiit de l'em- 
ploi des signes , pour marquer le§ quatre opë^ 
rations de Tarithmétique , l'élévation au quar- 
ré et au cube , de même que l'extraction dès 
deux racines , quarrée et cubique. Ce soiit' 
les mêmes que nous avons déjà enseigné daiis 
les élémeiis d'arithmétique. 

Le 



^; 



» Les Principes. iS 

I 

Le signe = est celui de Tégalité; il se met 
entre les quantités qu'on suppose égales, A=B veut 
dire A égal à B. 

Le signe ]> ou <[ est celui de l'inégalité : il se 
met de manière que la plus grande des deux re- 
garde Touverture de l'angle, tandis que la moindre 
se trouve près de la pointe. À ^ B ou B <[ A • 
veut dire: A est plus grand que B, ou B est moindre 
que A. 

Le signe + exprime la somme des quantités 
entre lesquelles il est placé. Il se prononce plus. 

Le âigne — exprime leur différence ; savoir, 
l'excès de celle qui est à la gauche ciu signe sur 
celle qui est à sa droite. Il se prononce moins. 

Tant que deux ou plusieurs facteurs d'un pro- 
duit sont désignés par de simples lettres , telles que 
A , B , C , D etc. le produit lui-même pou^rra^ fort 
bien être écrit ABCD etc. sans aucun signe inter- 
médiaire» " 

Si ces facteurs sont composés eux-mêmes d'au- 
tres quantités jointes ensemble par les signes plus 
ou inoins j il est indispensable de les enfermer de 
part et d'autre dans une parenthèse. Le produit de 
deux facteurs, tels que A — B, etA + B — C, 
sera écrit (A— B) (A + B — C ). 

Si les facteurs sont des lignes, dont chacune est 
désignée par deux lettres , on se sert du signe X 9 
miB entre les lignes dont on veut indiquer le pro- 
duit. Le produit des deux lignes AB et CO sera 
donc écrit Aft X CD. Celui des trois lignes AB, 
CD , et DE s'écrira AB X CD X DE. 

Le signe l est celui de la division ; il est placé 
de manière qu'il ait a sa gauche le dividende , et à 
SSL droite le diviseur. Ainsi A * B est le quotient 
de la division de la quantité désignée A , par la 
«juantité désignée B. Ou bien, AB X CD : DE, 
est le quotient qui résu^lte, en divisant le produit 

dej* 
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des deux lignes AB et CD, par la li^ne DE. Ce 
même signe est celui du rapport géométrique. 

Souvent aussi on employé le signe fractionnaire, 
en plaçant le dividende en haut, le diviseur en bas, 
et en les séparant par un trait horizontal. Cepen- 
dant nous ne ferons gucres usage de cette notation 
dans nos démonstrations géométriques. 

CHAPITRE SECOND. 



Les Triangles égaux. 



Définitions^ 

33. Une figure comprise entre trois lignes 
droites quelconques , est appellee • triangle. 
Un triangle a donc trois côtés ^ et trois angles 
opposés à ces côtés. Le triangle étant posé 
sur un de ses trois côtés , ce côté prend le 
nom de èa^e ; l'angle opposé en devient le 
sommet; et on nomme hauteur du triangle, la 
perpendiculaire abaissée du sommet sur la base, 
prolongée hors du triangle, en cas de besoin. 

C'est ainsi que, regardant le côté AC (^Fig.'^J) , 
comme la base du triangle ABC , le point B en de* 
vient le sommet, et la perpendiculaire BD en est 
la hauteur. 

Dans le triangle ABC ÇFîg. 8.) il a fallu pro- 
longer la base AC, afin d'abaisser sur elle du ]>oint 
B la perpendiculaire BD , laquelle , quoique entiè- 
rement hors du triangle , en exprime pourtant la 
hauteur^ c'est-à-dire, l'élévation du sommet B au- 
dessus de la base AC. 

34. Le triangle équilatéral est celui dont 
les trois côtés sont égaux. Le triangle isoscèle 

n'a 
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Yi^ que deux côtés égaux. Dans le triangle 
sccdènjs tous Ids trois côtés sont inégaux en- 
tr'eux. 

Le triangle ABC (JFig* 9.) est éqmlatéral. Le 
triangle ABC (JY^. 10.) est îsoscèle. Les deux 
triangles (i^/g-. 7. 8.) sont scalènes. 

35. Le triangle qui a un angle droit par- 
mi ses trois angles, est nommé rectangle. Celui 
qui a un angle -obtus, est nommé ohtusangle 
{amhljgpne). Tout autre triangle e§t nomtné 
4acutangle (oxigone). 

Les triangles BDA , BDC {Fîg. 7. 8,) sont 
rectangles en B. Le triangle BCA {Fig. 8.) est ob- 
tua'angle en C. Les triangles ABC (Fig* 7. 9.) sont 
acutangles. ' 

36. Deux triangles , et généralement deux 
figures quelconques, sont nommées égales ou 
parfaitement égales^ loreque tous les angles et 
tous les côtés de l'une sont égaux aux angles 
et aux côtés semblablement disposés dans 
l'autre, de manière que, mises l'une sur l'au- 
tre y elles coïncident dans toutes leurs parties, 

37. Deux triangles, ou deux figures en 
général , égales seulement en surface , mais 
sans coïncider dans toutes leurs parties , sont 
nommées équivalentes. 

Problème. 

38i Construire sur la ligne indéfinie DG 
un triangle , dont les trois côtés soient égaux 
h ceux d^un autre triangle donné y t^l que 
^^C. (Fig. II.) 

B Ayant 
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Ayant pris avec le cbmpas la base AC du 
triangle ABC, vous la porterez de D en F. 
Ensuite, du centre D, ^avec le rayon AB, dé- 
crivez l'arc de cercle indéfini mn. Du centre 
F , avec le rayon BC , décrivez l'autre arc de 
cercle indéfini po. Du point d'intersection E 
de ces deux arcs tirez les droites ED et EF. 
Ainsi , ayant fait DF = AC , DE = AB , 
FE = CB , les côtés du ^ triangle DEF seront 
Irespectivement égaux à ceui du triangle pro- 
posé ABC, et le problême sera résolu* 

39 . Corollaire I . Le triangle DEF sera par fai te- 
nent égal au triangle proposé ABC. Car les 
deux extrémités de la base étant fixées en D 
et en F, il ne restera plus à déterminer que 
la position du sommet. Ce fi<>mmet doit né- 
cessairement se trouver sur l'arc de cercle \nr 
défiiii mn , parcequ^ c'est là s^eul que sont 
tous les points , éloignés de D d'une distance 
égale à AB. Il doit encore se trouver sur l'arc 
de cercle indéfini op^ parceque tous les points, 
éloignés de F d'une distance égale à BC, ne 
peuvent être ailleurs que sur une circonfé-*' 
ï'ence de cercle, dont le centre est F, et donc 
le rayon est égal à BC. Il est visible de plus 
que ces deux arcs de cercle ne peuvent se 
rencontrer au-dessus de la ligne DG que dans 
un seul point , qui est E. Ce point sera donc 
le sommet qu'il restoit à déterminer ; ainsi , 
joignant les points D et E par la droite DE, 
et les points E et F par la droite EF, on n'ob- 
tiendra qu'un seul triangle DEF, qui sera né- 
cessairement égal au triangle donné ABC. 

4o. 
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4o. Corollaire IL On voit par cette construc- 
tion que , les trois côtés d'un triangle étant 
une fois déterminés, les angles se déterminent 
d'eux-mêmes , et qu'ils ne dépendent plus dç 
la volonté de celui qui fait la figure. On peut 
donc proposer comme théorème, suffisamment 
démontré par , la construction précédente , la 
proposition qui suit. 

Théorème. 

4r. Lorsque les trois côtés (Tun triangle 
sont les mêmes que les trois côtés d'un autre , 
ces deux triangles seront parfaitétnent égaux y 
de sorte que les angles , opposés aux côtés 
égaux , seront aussi égaux entreux. 

Théorème. 

42. Lorsque deux côtés avec V angle qu^i^ 
comprennent , sont les mêmes dans deux 
triangles ^ ces triangles seront parfaitement 
égaux ; de manière que les deux angles qui 
restent y et le troisième côté- qu*ils comprennent^ 
seront les mêmes dans Vun et dans Vautré* 
(Fig. la.; 




l^u côté DF, et jen conclus que les deux 
triangles sont parfaitement égaux. Pour le 
prouver, essayez de les mettre l'un sur Feutre, 
en commençant par AC , que vous mettrez 
sur DF, et qui la couvrira parfaitement, parce- 
qu'ielle lui est égale. Le côté AB tombera le 

B a ^ long 
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long de DE ^ parceque les angles A et D sont 
égaux entr'eux. Enfin le point B se trouvera 
sur £, parceque les côte's AB et DE sont aus- 
si égaux. Ainsi , les deux triangles coïncide- 
ront parfaitement. Donc ils seront égaux dans 
toutes leurs parties. 

T HJÉ O R ÈM E. 

43. Lorsque deux angles avec le côté quils 
comprennent , sont les mêmes dans deux 
triangles , ces triangles seront parfaitement 
égaux ; de manière que les deux côtés qui 
restent^ et le troisième angle quils comprennent^ 
seront les mêmes dans Vun et dans Vautre» 
(Fig. ,..), . 

Je suppose que dans les deux triangles 
ABC , DEF , le côté AC soit égal au côté DF ; 
l'angle A égal à l'angle D, Tangle C égal à 
l'angle F. J'en conclus que les deux triangles 
seront pai^faitement égaux. Pour le prouver , 
essayez de mettre le triangle ABC sur le triangle 
DEF , en commençant par le côté AC , que 
▼ous mettrez sur DF , et qui la couvrira , 

{"')arcequ'elle lui est égale. Dans cette position, 
e côté AB tombera le long de DE , parceque 
les angles A et D sont égaux entr'eux. Le cô- 
té CB tombera le long de FE, parceque les 
angles C et F sont égaux entr'eux. Le point 
B se trouvera donc placé sur E. Ainsi , les 
deux triangles coïncideront parfaitement. Donc 
ils seront égaux dans toutes leurs parties. 

Théorème. 

44- Lorsqu'un des trois côtés d'un triangle 
"^ABC , tel que JC , est prolongé indéfmement 

en 
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en D , V angle externe BCD qui en résulte , est 
toujours plus grand que chacun des deux in^ 
ternes A et B , qui lui sont opposés, (Fig. i3.) 

Je dis d'abord qu'il est plus grand que 
l'angle B , opposé au côte' AC prolonge. Pour 
le prouver , imaginez le côté BC , partagé en 
deux également en F; tirez la droite indéfinie 
AFG ; faites FG égale à AF , et joignez les deux 
points. G et G par la droite CG. 

Vous aurez les deui triangles parfaitement 
égaux BFA , CFG , eu vertu de leur construc- 
tion (42). Les angles B et BCG seront donc 
égaux entr'eux. Mais ce dernier est certaine- 
ment plus petit que BCD, dont il n'est qu'une 
partie. Donc cet angle externe BCD est aussi 
plus grand que l'angle interne B , opposé au 
côté.AC. 

Je dis de plus que ce même angle externe 
BCD est aussi plus grand que l'autre interne 
opposé A. Car en prolongeant le côté BC, 
ou le trouvera égal i ACE , qui lui est opposé 
au sommet (17J. Mais ce dernier est plus grand 
que l'angle interne A , opposé au côté prolon- 
gé , par la démonstration précédente. Ainsi 
l'angle externe est plus grand que l'autre in- 
terne opposé A. 

L'angle externe est donc plus grand que 
chacun des deux internes opposés. 

Théorème. 

45, Dans tout triangle qui a deux de 
ses côtés inégaux entreux , les angles opposés 

à 
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à ces côtés seront inégaux de même , et le 
plus grand angle sera constamment opposé au 
plus grand côté... (Fig. \[\,) 

Je suppose que dans le triangle ABC le cô- 
té BC soit plus grand que le côté AB, J'en 
conclus que l'angle A doit être plus grand que 
l'angle C. Pour le prouver , portez AB de B 
en D. Prolongez de même le coté BA, faites^ 
BE égale à BC , et tirez DE. Cette construc- 
,tion vous fournira les deux triangles parfaite- 
ment égaux ABC et DBE (4î^) ; ainsi vous au- 
rez l'angle BAC égal à l'angle BDC. Mais ce 
dernier est plus grand . que l'angle C , étant 
l'externe du triangle CDF , dont celui-ci est 
l'interne (44)* Donc l'angle BAC est plus grand 
que C. 

Théorème. 

46. Dans tout triangle isoscèle ABC y les 
angles A et C ^ opposés aux côtés égaux BC 
et BA , sont égaux entr'eux et réciproquement,». 
(Fig. xoj 

Appliquez à ce cas la construction du théo- 
rème précédent. Vous verrez les points D et 
E tomber sur les points C et A, et les deux 
triangles coïncider , même dans leur position 
renversée. Les angles A et C seront donc 
égaux entr'eux (4a). 

Réciproquement, les angles A et C étant 
supposés égaux entr'eux , les deux triangles 
coïncideront encore dans leur position renver- 
isée (43) ; ainsi les côtés opposés seront égaux 
entr'eux. 

Théo- 
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47. Dans tout triangle qui a deux de 
ces angles inégaux éntreuXy les côtés opposés 
seront inégaux de même; ^ et le plus grand' 
côté sera constamment opposé au plus grand 
angle. (Fig. 14.J 

L'angle Â étant supposé plus grand que 
Tangle C, le côté BC ne sauroit être égal au 
côté AB , parcequ'alors les angles A et C se- 
roient égaux entr^eux (46). Il ne sauroit être 
moindre que le côté AB, parcequ'alors Tangle 
A seroit aussi moindre que l'angle E (45). . 
Reste donc qu'il soit plus grand. Ainsi dana 
tout triangle , le plus grand côté est constam- 
ment opposé au plus grand angle.. 

Théorème. 

48. Lorsque les deux triangles BÂC 
et BAD ont le coté AB commun enireuxp. 
les côtés AC et AD égaux , mais les angles 
compris BAC et BAD inégaux entreux , les 
côtés BC et BD , opposés à ces angles y seront 
inégaux de même ; et le plus grand des deux 
sera le côté BC , opposé au plus grand angle 
BAC. (Fig. i5. 16.; 

Il peut y avoir trois cas. 

Premier cas. Le point D tombe hors du 
triangle BAC (Fig. i S). Le triangle DAC étant 
isoscèle par supposition , les angles ACD et 
ADC seront égaux entr eux (46j. Le premier 
est plus grand que BCD> qui n en est qu'une parr 

tie. 
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tîe. L^autre est/noindre que BDC, dont il 
fiait partie lui-même. L'angle BDC sera donc 
plus grand que BCD ; et comme ils appar- 
tiennent toiis lestdeux au même triangle , le 
côté BC , oppose au premier, sera plus grand 
que le côté'BD, opposé k l'autre. (45.) 

vT Second cas. Le point D tombe dans le 

triangle BAC. (Fig. i6.J Prolongeant les côtés 
ACet AD du triangle isoscèle ACD, les angles ex- 
ternes ECD et FDC seropt égaux entr'eux (46)« 
Le premier est plus grand que BCD, qui n'en 
est qu'une partie. L'autre est moindre que 
BDC , dont il fait partie lui-même. L'angle 
BDC sera donc plus grand que BCD ; et comme 
. ils appartiennent au même triangle, le coté 
BC , opposé à l'un , sera plus grand que le 
côté BD, opposé à l'autre. (45). 

Troisième cas. Le point D tombe sur le 
côté même BC. Dans ce cas le côté BD fera 
partie du côté BC, et sera par conséquent 
moinnre que lui. 

Théorème. 

49. Si d'un point quelconque E situé 
hors d'une droite A F , on mène ^ une per- 
pendiculaire EA à cette droite y de même que 
plusieurs obliques , telles que EB ^ EC y ED y 
parmi lesquelles les deux EB.etEC se trouvent 
de part et d'autre à des distances égales de la 
perpendiculaire (Fig. l'j.J: 

a. La perpendiculaire EA sera plus courte 
que toute oblique , telle que EC. 

b. 
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h. Toute oblique , telle que EC , sera plus 
courte que -toute autre oblique jED, qui s'écarte 
d^avantage de la perpendiculaire. 

c. Les deux obliques EB et EC , menées 
de part et d'autre à des distances égales de la 
jperpendiculaire y sont égales entr elles. 

a. L'angle EGA , interne du triangle ECA^ 
est moindre que son externe EAB, et par con- 
séquent moindre aussi que EAC , qui par sup- 
position est égal à EAB (44)« Ainsi le côté 
EA , opposé à l'un, sera moindre que Je côté 
EC, opposé à l'autre (47)- La perpendiculaire 
EA sera donc plus courte que toute oblique 
EC, .et comme telle, elle exprimera la véri- 
table distance du point E à la ligne Bf . 

b. L'angle EDvi, interne du triangle EAD, 
sera moindre que son externe EAB (44-J; et par 
conséquent moindre aussi que EAC , qui lui 
est égal par supposition. Ce dernier ^ngle , 
interne du triangle EAC, est moindre que son 
externe ECD (44j* A plus forte raison, Tangle 
EDA ou EDC sera-t-il moindre que ECD. Ain- 
si le côté EC , opposé à EDC dans le triangle 
de ce nom , sera moindre que ED , opposé à 
l'angle ECD dans le même triangle (45). 

c. Les triangles EAC , EAB , ont d'abord 
le côté AE commun entr'eux. Les angles EAC, 
EAB, droits dans les deux, sont égaux. Les 
côtés AC et AB sont égaux par supposition. 
Les deux triangles EAC, EAB feront donc par- 
faitement égaux (4») , ce qui donne EB = EC. 

5o^ 
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60. Corollaire. Kéciproquement, si les obliques 
EB et EC sont égales entr'eUes, elles seront néces» 
sairement à des distances égales de la perpen- 
diculaire AB et AC. Car si ces distances étoient 
inégales , les obliques EB et EC , seroient in- 
égales de même (49). 

On peut remarquer que dans cette dernière 
supposition, les triangles EAB et EAC seront 
nécessairement égaux entr'eux. 

Thiéorème. 

5r. , Lorsque deux points quelconques 
d'une ligne droite DBE , tels que D et 
Ey se trouvent à égales distances des deux ex* 
tremités d'une autre ligne AC , de manière 
quon ait DA == DC y et EA = ECy elles se- 
ront perpendiculaires Vune sur Vautre y et de 
plus la ligne AC se trouvera partagée en deux 
également au point B. {Fig. 17. è.) 

Les côtés du triangle DAE étant égaux à 
ceux du triangle DCE par supposition^ les 
angles de Tun seront égaux aux angles de 
l'autre; vous aurez donc BDA=:BDC; et BEA 

= BEC (4i). 

L'égalité de ces angles étant démontrée, la 
comparaison des deux triangles ABD et CBt) 
fera voir, qa'ayant les angles égaux ADB et 
•CBD, compris entre des cotés égaux, savoir: 
les lignes égales AD et CD , et le coté BD , 
commun aux deux triangles, ils seront parfai- 
tement égaux (4îi)« 

Les ' 
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Les angles DBA et^RBC Seront dont égaux 
«otr'eux; et comme oesont des angles de suite^ 
chacun d'eux sera un angle droit. 

Ensuite les lignes BA et BC seront aussi 
égales; ainsi AC sera partagée en deux égale- 
inent au point B. 

# 

La solution des problèmes suivans peut être 
regardée comme la conséquence immédiate des 
notions générales sur les triangles parfaitement 
égaux , que nous menons d'exposer. 

Probl]Ême. 

52. Faire sur une ligne donnée DF9 un angle 
égal à V angle donné A. ÇFig* 18.) 

Avec un rayon pris \ volonté , décrivez du 
centre A , Tare CB , compris entre les côtés de 
l'angle donné A : et du centre D , l'arc indéfini FE. 
Portez la distance CB sur FE ^ de F en E, et ti- 
rez DE. 

Les< trois côtés du triangle BAC étant égaux \ 
ceux du triangle EDF, en vertu de la construction , 
l'angle D sera égal à l'angle proposé A (41). 

Problème. 

55. Partager en deux également un angle don* 
né BAC. iFig. 19.) 

, Faites AB = AC ; ensuite, des centres B et 

C^ avec un même rayon pris à volonté, décrivez 
daiis l'ouverture de l'angle donné des arcs de cercle 
qui se couperont en D* Enfin tirez DA. 

Les côtés du trianglç ABD étant par construc- 
tion égaux à ceux du triangle ACD , les angles 
BAD et CAD seront égaux entr'eux (41). 

Pro- 
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Problème. 

54. Elever dans le point B de la ligne ABC 
Une perpendiculaire. (Fig. fio.) 

Faîtes AB =: BC. Ensuite, des points A âfc C 
comme centres , et avec un rayon quelconque , plus 
grand que AB ou BC, décrivez deux arcs de cerclé 
qui se couperont quelquepart en D. Tirez DB. 

Elle sera perpendiculaire à%&Cj en vertu de 5u 

Problème. 

55. D*ûn point D hors de la* ligne droite AC 9 
ahaisser sur cette dernière une perpendiculaires 
{Fig. fil.) ^ 

Du centre D, et d'un rayon quelconque, mais 
plus grand que la distance de ce centre à la ligne 
AC, décrivez l'arc de cercle AGC. "Des deux points 
A et C comme centre, avec un rayon pris à volon- 
té, décrivez' deux autres arcs, qui se couperont ea 
E, la ligne DE sera la perpendiculaire demandée^ 
en vertu de 5i. 

P R O B L x: M E. 

56. Partager une ligne quelconque AC en deno^ 

également, nioyennant une perpendiculaire qui la^ 

traverse. {Fig, flfl.) 

* 

Des points A et C comme centres , et d'ui^. 
rayon pris à volonté , décrivez deux arcs de cercle 
qui se couperont quelquepart en D. De ces mêmes 
points comme centres, et d'un rayon pris à volonté 
([vous pouvez conserver le rayon pris précédemment) 
décrivez de l'autre côté de AC , deux autres arcs de 
cercle, qui se couperont en E. Tirez DE. 

Cette ligne DE sera perpendiculaire sur AC,'et 
elle partagera AC en deux également au point B, 
en vertu de 5i. 

P RJD- 
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Problème. 

67. Conhoissant les trois côtés d'un triangle ^f 
ou deux de ses côtes avec V angle compris , ou deux 
de ses angles avec le côté compris entr'eux^ con^ 
struire le triangle. {Fi g, 11.) 

a. Ayant porté sur une ligne indéfinie Tun de» 
trois côtés de D en F, décrivez du centre D, avec un 
rayon égal au second côté, Tare de cercle indéfini 
mn; et du centre F, avec un rayon égal au troisième 
côté, un second "arc de cercle o;c;, qui rencontrera 
Tare mn au point F. Tirez les lignes ED, EF; et 
le problème sera résolu» 

h. Ayant fait la ligne DF égale à l'un des deux 
côtés, faites l'angle D égal à Tangle donné du 
triangle, et portez l'autre côté de D içn E. Tirez 
EF; et le problème sera résolu; 

c. Ayant fait la ligne DF égal au côté donné 
du triangle , faites Tangle D égal à Tun des deux 
angles donnés , pour avoir la position du côté DE. 
Faites ensuite l'angle F égal à l'autre angle donné , 
pour avoir la position de l'autre côté FE. Le point 
de rencontre des deux côtés fixera le sommet E du 
triangle^ lequel par conséquent se trouvera construit. 

Problème. 

58. Connoisaat les deux côtés A3 et BC d*un 
^jangle , avec l'angle A opposé au côté BC , con^ 
itndre lé triangle. {Fig, â2. b.) 




porte: 

de A en B. Ensuite, du point B comme centre, 
avec un rayon égal à l'autre des deux côtés donné y 
décrivez l'arc de cercle indéfini CC , qui dans les 
cas où le problème est possible, coupera la ligne 
AD aux deux points C et C Vous aurez -les deux 
triangles ABC et ABC, qui satisfont, également à 

la/ 
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la question ; ayant Tangle Â égal k Tangle donné ; 
le côté AB égal à Tun des deux côtés donnés ; et 
chacun des deux côtés BQ et BC^, opposé à l'angle 
A y, et égal à l'autre. 

Le triangle BCC étant isoscéle^ la somme des 
deux angles BCA et BC'A , opposés au côté AB 
daçs l'un et d^n^ Tautre des deux triangles, sera 
égaie à deux angles droits. (14. 46.) 



Le problème n'est donc déterminé , qu'autant 




le Second cas, sera celui du problème. 

CHAPITRE TROISIEME. 



LES PARALLÈLES. 



DiSFIiriTION. 

59. Deux lignes sont dkes paralléies, 
lorsque étant situées dans le même plan elles 
ne peuvent se rencontrer, à telle distance 
qu'on les prolonge de part et d'autrç» 

Theorèi^e. 

60. Lorsque la position de deux lignes 
est telle qu étant (rai^ersées par une trai^ 
sième , il en resuite aux deux points d^inter* 
section^ et du même coté de la transversale ^ 
angles égaux A et B^ ces deux lignes sont por 
rallèles entr elles. (Fig. a3.J 

EUes 
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% 

Elles ne ][)eu vent se rencontrer vters P , par- , 
cequ'alors l'angle A, externe du triangle ABP, 
seroit plus grand que son interne B. (Fig. a4.^ 

Elles ne peuvent non plus se rencontrer 
vers. Q, parcequ*alors l'angle B , externe du 
triangle ABQ , seroit plus grand que Fangle 
interne C, égal à Tangle A, qui est vertical 
de C. (Fig. a5.; 

Donc, ne pouvant se rencontrer ni de part 
ni d'autre, elles doivent être parallèles. 

T H :é o R È M £»^ 

6i.. Lorsque deux lignes parallèles sont 
traversées par une troisième , les angles A et B 
formés aux deux points dHntersection^ etsitups du . 
même côté de la transversale j seront égaux en- 
Éreux* (Fig. a 3.^ 

Il est visible que du point A on ne peut 
mener qu'une seule ligne , qui soit parallèle 
à BR. De ce même point on île peut en me- 
ner qu'une seule non plus , qui rasse avec la 
transversale un angle égal .à B. Donc, la pro- 
position directe ayant déjà été prouvée, il faut 
en conclure que les* deux propriétés sont insé- 
parables, qu'elles doivent toujours convenir à 
une même ligne droite, et qu'ainsi la proposi- 
tion présente, qui est l'inverse de la précé- 
dente > est également vraie. 

' DiFIWITIOÏTS. 

6a. Lorsque deux lignes parallèles sont 
traversées par une troisième, et qu'on désigne 

par 



3 SI , Chap. III. 

par A, B, 6, D les angles qui se forment au- 
tour de Tun des deux points Tintersection ^ 
et par E, F, G, H ceux qui se forment au- 
tour de l'autre ; (Fig. 26.^ alors', combinant 
ensemble chacun des quatre premiers avec 
chacun des quatre derniers, il en résulte six 
combinaisons différentes, sayoir : 

Premièrement. Externes internes du même 
côté; tels sont les angles A et E ; B et Fj C 
et G; D et H. 

Secondement, Externes internes alternes: 
tels sont les angles A et F ; B et E ; C et H ; 
D et G. 

Troisièmement. Externes du mérfie câte; 
tels sont les angles A et G; B et H. 

Quatrièmement. Externes alternes y tels sont 
les angles A et H, B et G. 

Cinquièmement. Internes du même côté : 
tels sont les angles C et E ; D et F. 

Sixièmement. Internes alternes ; tels sont 
les angles C et F; D et E. 

Théorème. ^ 

63. En combinant la proposition qu'on 
vient de démontrer, avec les anciens théo* 
rèmes qui concernent les angles de s\iite et 
les angles verticaux (i4 ^^ 17), on trouve 
les six proportions suivantes: 

Premièrement. Les angles externes internes 
du même côté sont égaux entreux. C'est la 

pro- 
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proposition même de 6i , fondamentale des 
parallèles. 

Secondement. Les angles externes internes 
alternes font ensemble deux droite. C'est ainsi 
que l'angle A, étant égal à E, doit faire deux 
angles droits avec F , qui est contigu de E. 

Troisièmement, Les angles externes du même 
côté font ensemble deux angles droits. C'est 
ainsi que l'angle A, égal à E, doit faire deux 
angles droits avec G, qui est contigu de,E« 

Quatrièmement. Les angles externes alternes 
sont égaux entr'eux^ C'est ainsi que l'angle 
A , égal à E , doit aussi être égal à H , verti- 
cal de £. , ' 

Cinquièmement., Les angles internes du 
mêfne côté font ensemble deux angles droits* 
C'est ainsi que l'angle E, égal à A, doit faire 
deux droite avec C , qui est contigu de A. 

Sixièmement. Les angles internes alternes sont 
égaux entreux. C'est ainsi que Tangle E , 
égal à A , doit aussi être égal à D , vertical 
de A. 

64. On donnera beaucoup plus de génén 
ralité à ces six théorèmes , en les énonçant 
comme il suit. 

Théorème. 

65. Lorsque les deux côtés d'un angle 
sont parallèles aux deux côtés d'un autre, ^ 

C , ces 



« 
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tes iingîes seront égaux entreux, ou leur somme 
équwaudra à celle de deux cf>ngles droits^ 

Pour' distinguer ces deux cas , désig- 
nons par A et B les côtés de l'un, par a et 
b les côtés de l'autre : de manière que les cô- 
tés A et â( soient parallèles entr'eux, tandis 
que les côtés B et ^ (Plg* ^l) 1^ sont l'un à 
l'autre. Cela étant: 

Premièrement Les deux angles seront 
égaux entreux , lorsque tant les deux côtés A 
^t a, que les côtés B e^ b, soîit dirigés dans 
le même sens, en allant du sommet de llangle 
vers son ouverture* 

Tels sont les angles P et Q. 

Secondement, Les deux angles seront en* 
core égaux y '^lorsque tant les. deux côtés A et 
a y que les côtés B et by sont dirigés dans des 
sens contraires y en allant du sommet vers Vow- 
verture. 

Tels sont les angles P et H, de même que Q 
•t R. 

Troisièmement. La somme des deux angles 
équivaut à celle de d'eux droits , lorsque les 
côtés A et z. sont dirigés dans le même - sens ^ 
tandis que les côtés B et b sont dirigés dans 
des sens opposés. 

Tels sont les angles P et S , Q et S > R et S* 

Théorème. 

66. Dans tout triangle ABC , r angle ex^ 
terne BCD est égal à la somme des deux in^ 
ternes opposés A et B. (Fïg. a8.^ 

Sup. 
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Supposant CE parallèie à AB , les angles A 
et ECD , ^ comme externes internes du même 
côté , seront égaux entr'eux. Les angles B et 
BCE seront aussi égaux y comme internes al** 
ternes. Ainsi la somme des deux angles A et 
B est égale à tout l'angle externe BCD. Ajou- 
tant à cet externe, le troisième^ angle du tri- 
angle ACB dont il est contigu , il en résulte 
ce qui suit. 

Théor^ime. 

67. Dans tout triangle rectiligne, la somme 
des trois angles équivaut à celle de deux 
angles droits. 

68. Corollaire L Connaissant deux angles 
d'un triangle, on trouve le troisième, en otant 
leur somme de celle de deux angles droits^. 

69., Corollaire IL Si le triangle est iso» 
scèle , il suffit d'en connoître un seul , pour 
trouver les deux autres. 

70. Corollaire IIL S'il est équilatéral , 
chacun de ses trois angles équivaudra aux deux 
tiers d*un angle droit. 

7 f . Corollaire IV. S'il y a un angle droit 
parmi ses trois angles , la somme des deux 
aiutres équivaudra à un angle droit. S'il est 
de plus isoscèle, chacun de ces deux angles 
aigus équivaudra à la moitié d'un angle droit. 

72. Corollaire V. Il ne peut y avoir qu'un, 
seul angle droit dans un triangle quelconque. 
Et à plus forte raison il ne sauroit y avoir 
qu'un seul angle obtus. 

G a Théo- 
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Théorème. 

» 7 3. La somme de tous les angles externes 
d*un polygone quelconque est égale à celle de 
quatre angles droits. (Fig. ag.^ 

Prenons pour exemple le pentagone ABCDE. 
Prolongeons-en les côte's tous dans le même 
sens 9 pour qu'il en résulte les angles externes 
A, B, C, D, E. Pour prouver que la somme 
de ces angles est égale à celle de quatre angles 
droits 9 menons d'un point quelconque , des 
parallèles à tous les côtés du . pentagone , tou- 
jours dans le sens de leurs prolongemens. Il 
en résultera autour de ce point , les cinq 
angles, désignés par les lettres a, b, c, dy e; 
Ces angles doivent être égaux aux angles ex- 
ternes A, B, C, D, E, à cause du parallé- 
/ lisme de leurs côtés respectifs , tous dirigés 
dans le même sens , en allant du sommet de 
chaque angle vers son ouverture. Mais les 
angles a, è, c, J, e, en remplissant entiè- 
rement l'espace indéfini autour du point qu'où 
a choisi , font ensemble quatre angles droits 
(i6). Donc la somme des angles externes de 
ce pentagone, de même que de tout autre 
polygone équivaut aussi à quatre angles droits* 

74. Chaque angle externe fait avec son in- 
terne contigu , deux angles de suite, dont la 
somme équivaut à celle de deux droits. Mul- 
tipliant la somme constante de deux angles 
droits par le nombre des côtés du polygone, oa 
aura celle de tous les angles internes et ex- 
ternes ensemble. Et si de ce dernier produit 
on ôte quatre angles droits, il restera la somme 

des 
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des internes seuls ^ ce qui donné lieu au the'o 
rènae suivant. 

Théorème. 

75. La somme de tous les angles in- 
ternes (Tun polygone se trousse y en multipliant 
celle de deux angles droits , par le nombre des 
côtés moins deux. 

76. Corollaire I. La somme de (tous les' angles 
internes est donc égale , 

à deux angles droits y dans le triangle. 

à quatre angles droits j dans le quadrilatère^ 

à six angles droits ^ dans le pentagone. 

à huit angles droits , dans Thexagone. 

à dix angles droits , dans l'heptagone. 

à douze angles droits , dans l'octogone etc. etc< 

77. Corollaire 1\, Et si «tous les angles in- 
ternes sont égaux entr'eux, la valeur de chaque 
angle sera égale , en prenant l'angle droit pour 
Funité; 

à deux tiers ^ dans le triangle. 

à un entier y dans le quadrilatère. 

à six cinquièmes , dans le pentagone. 

à quatie tiers ^ dans l'hexagone. 

à trois demiy dans l'octogone. ^ 

à huit cinquièmes , dans le décagone. 

à cinq tiers y dans le dodécagone etc. 

Défijyition. 

78. Dans tout polygone, on appelle diago* 
nale la ligne qui est tirée du . sommet d'uu 
angle à celui d'un autre non-adjacent. 

Pro- 
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/ 

Probl^ême. 

79. Connoissantle nombre des côtés JCun 
polygone , trouver celui de ses diagonales. 

I m 

De chaque angle du polygone vous pouvez 
tirer des diagonales à tous les autres, excepté 
aux deux adjacens, et Tangle lui-même' dont 
vous êtes parti. Mais dans ce nombre de dia- 
gonales, que vous obtiendrez en multipliant le 
nombre dçs cotés , par le même nombre dimi- 
nué de trois, chaque diagonale sera comptée 
deux fois. Donc, en prenant la moitié, de ce 
produit, vous aurez le nombre des diagonales. 

80. Le triangle n'a donc aucune diagonale. 
Le quadrilatère en a deux. Le pentagone , 
cinq* L'hexagone , neuf. L'heptagone , qua^ 
torze. L'octogone, vingt. Le décagone, trente* 
cinq. Le dodécagone, cinquanie^quatre. 

Défiicitioic. 

8r. Une figure quadrilatère, dont chaque 
coté est parallèle au coté opposé , prend le nom 
àe parallélogramme. (Fig. 3o. 3i. Sa. 33.J 

T H ]ê o R È M E. 

8a. Tout parallélogramme aura les trois 
propriétés suivantes : i. ses angles opposés 
sont égaux entreux. 2. ses côtés opposés, 
sont égaux entreux. 3. ses deux diagonales 
se partagent en deux également. 

, La première partie du théorème est une 
conséquence naturelle du parallélisme des cô- 
tés opposés* (Fig. 33.^ 

Pour 
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Pour prouver la seconde, cosi^par^ ies ^eux 
triangles ADB et DAC Vous y tr.ouverez la 
diagonale AD y qui en est la base commune » 
comprise entre des angles égaux y parcequ'ils 
sont alternes internes : ce sont d'abord le» 
angles DAB et ADC ; ensuite ADB et DAC, 
Donc ces triangles étant parfaitement égaux , 
les côtés opposés aux angles égaux qu'on -vient 
de nommer seront égaux de même; ainsi vous 
aurez AB = CD , AG = BD. 

Pour prouver la troisième, comparez les 
deux triangles AEB et DEC. Les angles de 
l'un- sout respectivement égaux aux angles de 
l'autre, par la même raison. De plus on» vient 
de démontrer l'égalité de leurs bases, AB el 
CD. Ainsi , ces deux triangles , ayant des bases 
égales, comprises entre des angles égaux, se- 
ront parfaitement égaux entr'eux : ce qui donne 
^E = DE, BE = Ce. .Les deux diagonales 
se cbuperont donc en deux paiement. 

83. Corollaire. Les cotés opposés du rec* 
tangle ou quarré long, devant être, égaux en- 
tr'eux, Qn en tire la conséquence naturelle 
que deux lignes parallèles sont partout égale- 
ment distantes. (Fig: 3i.J 

Définitions. 

84- Il existe donc quatre espèces de pa- 
rallélogrammes, auxquels on a donné les noms 
qui suivent. 

'Le quatre est un parallélogramme , dont 
tous les angles sont droits , et dont tous les 
côtés sont égaux entr'eux. (Fig-. 3o.^ 

Le 
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Le rectangle est un parallélogramme dont 
les angles sont droits, mais dont les côtés op- 
posés seulement sont égaux entr'eux. (Fig.ii.J 

Le rhombe est un parallélogramme dont 
tous les angles sont obliques, et dont les quatre 
côtés sont égaux entr'eux. (Fig* Sa.J 

Le rhomboïde est un parallélogramme dont 
les angles sont obliques , et dont les côtés op- 
posés seulement sont égaux entr'eux. (Fig. 53.^ 

Le quadrilatère qui n'a que deux côtés pa- 
rallèles, prend le nom de trapèze. (Fig. 34 v) 

On peut appeller trapèze rectangle celui dont 
les deux côtés parallèles sont perpendiculaires 
sur l'un des deux autres. Il aura donc deux 
angles droits, et deux obliques. 

T H È O R è 31 E. 

1 

85. Dans le quarré et dans le rhomhe^ les 
deux diagonales JD et BC sont perpendicu- 
laires lune à Vautre. (Fig, 3o, 3a. ^ 

Les deux extrémités B et D de l'une des 
deux diagonales, se trouvant à des distances 
égales des deux extrémités A et C de l'autre, à 
cause de l'égalité des côtés, ce théorème sera 
entièrem>çnt compris dans celui de 5i , dont 
il n'est qu'un cas particulier. 

4 

Théorème. 

86. Si les côtés opposés d'un quadrila- 
tère sont égaux entr'eux , ils seront en même 
tems parallèles , et le quadrilatère sera un 
parallélogramme. 

Ce 
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Ce théorème se prouve par la parfaite éga- 
lité des triangles ADB et DAC, qui est une 
conséquence naturelle de l'égalité des côtés 
respectife, que ce théorème suppose. 

Théorème. 

I 

87. Lorsqu'un des côtés d'un triangle, tel 
que AB , est divisé en uti certain nombre 
de parties égales aux points C, D, E^ F, 
et que par les points de division on mène 
des parallèles à un autre de ses côtés, tel que 
BP, je dis que ces parallèles divis^ont le troi- 
sième coté du triangle AP en un même nombre 
de parties égales, aux points L, M, N^ O. 
(Fig. 5Û.J 

Menez par les points L, M, N, O, les , 
lignes LG, Mil, NI, OK parallèles à AB. Il 
en résultera une suite de parallélogrammes 
CDGL, DETIM, EFIN, FBKO. Ainsi les lignes 
AC, LG, Mil, NI, OK seront égales entr'elles. 

Vous aurez de plus une suite de triangles 
ACL, LGM, MHN, NIO , OKP, qui seront 
parfaitement égaux entr'ei^x, ayant' les côtés 
égaux AC, LG, MH, NI, OK, et de plus des 
angles égaux , à cause du parallélisme de leurs 
côtés respectifs. 

Ainsi le côté AP sera divisé en un pareil 
nombre de parties égales, aux points L, M, N, G. 

P'r O B L :Ê M E. 

88. Comioissant les deux côtes d*un parallélo' 
grannne^ avec V angle compris enùr'eux^ construire 
le parallélogramme. {Fig, 35.) 



4a Chap. m. ' 

Solution. 

Sur une ligne indéfinie quelconque 9 portez Tun 
des deux côtés du parallélogramme , de C en D. 
Faites en C un angle égal à l'angle donné du paral- 
lélogramme , afin d'avoir la position de Tautre côté 
ÇA, et portez de C en A l'autre des deux côtés 
donnés du parallélogramme. Du centre D, avec le 
rayon CA décrivez l'arc de cercle op ; et du centre 
A avec le rayon CD décrivez un second arc . mn , 
qui rencontrera le premier dans un point B. Tirez 
BA et BD ; et le problème sera résolu. 

La démonstration est la même que celle des 
théorèmes précédena. 

P R o B L ]è »i E. 

89. X)*un point A , situé hors de la droite CJO^ 
mener une liglie parallèle h cette dernière. 

Solutibn. 

Ce problème est entièrement compris dans le 
précédent, en prenant à volonté les deux côtés du 
parallélogramme , de même que l'angle qu'ils com- 
prennent entr'eux. 

En pratique il se construit facilement^ moyen- 
nant une règle et un équerre de 6ois : solution fon- 
dée sur ce que deux lignes sont parallèles, lorsque 
traversées par une troisième, elles forment avec 
elles des angles externes internes du même côté, 
égaux entr'eux. 

P R O B L ]Ê M E. 

90. Diviser une ligne quelconque proposée^ telle 
que jiB ^ en un certain nombre de parties égales. 
{Fig. 56.) 

Solution, 

Ayant mené sous un angle quelconque la ligné 
indéfinie AP» prenez AL à volonté, et portez la 

âu- 
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^nUnt de fois de «uite sur AP , qu'il doit y avoir 
de parties égales dans AB. Tirez BP, et menez lui 
des parallèles par les points de division L, M, N, 
O ; savoir LC, MD, NE, OF. Les nouveaux points 
de division que vous obtiendrez, C,D,E,F, ré-, 
soudront le problème. 

CHAPITRE QUATRIEME. 

LECERCLE. 



DÉFINITIOirS. 

9T. Le cercle est une figure, décrite dans 
un même plan , par le mouvement d'une ligne 
droite autour *de Tune de ses deux extrémités. 

La ligne courbe , rentrante en elle-même , 
qui pendant le mouvement de cette ligne, est 

décrite par chacun de ses points , et qui par 
conséquent termine l'espace circulaire , est 
nommée circonférence de cercle. 

La ligne droite dont le mouvement a pro- 
duit le cercle, prend le nom de rayon. 

Celui de ses deux points extrêmes, autour 
duquel le mouvement a été fait, est appelle 
centre du cercle. 

Toute ligne qui passe par le centre, et qui 
«est terminée de part et d'autre à la circonfé- 
rence , est nommée diamètre du cercle. 

La ligne courbe {Fig. 33.) ATBHG est une cir- 
conférence de cercle. Le point C isa' est le centre. 

La 
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La ligne AB ,en est un diamètre. Les lignes CÂ^ 
CT, CB, CG, CH en sont des rayons. 

92. Une portion quelconque de circonfé- 
rence , telle que GIH , est nommée arc de 
cercle. La ligne GH , qui joint les deux ex- 
trémités de l'arc , prend le nom de corde ou 
soûtendante. Nous nommerons apothème d'un 
arc , la perpendiculaire abaissée du centre sur 
la corde de cçt arc. L'apothème de Tare GIH sera , 
la droite CO« 

93. L'espace compris entre l'arc de cercle 
GIH, et sa corde GIl , est nommé segment de 
cercle. L'espace renfermé entre un arc de 
cercle GIH, et les deux rayons' CG et CH, 
menés aux deux extrémités de l'arc, prend le 
nom de secteur de cercle. 

9^. Une ligne quelconque, telle* que PQ 
qui en traversant la circonférence*, la rencontre 
en deux points quelconques , tels que D et E, 
est nommée sécante. Si , au lieu de le renconr 
trer en deux points , elle ne fait que Teffleurer 
dans un seul point , de manière , qu'entière- 
ment située hors du cercle, elle ait cependant 
un seul point de commun avec lui , elle est 
nommée tangente du cercle. 

La ligne PQ est une sécante: elle rencontre le 
cercle aux deux points d'intersection D et E. 

La ligne MN en est une tangente; le point ,T. 
est le point de contact, qu'elle a de commun avec 
la circonférence. 

De ces définitions, on tire immédiatement les 
conséquences qui suivent. 

95^ Tous les points d'une circonférence 
de cercle se trouvent à une même distance de 
son centre* 90. 
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96. Tous les rayons d'tiii même cercle 
sont égaux entr'eux. 

97. Tous les diamètres d'un même cercle 
sont égaux entr'eux. 

98. Le diamètre d'un cerclé est le double 
de son rayon. 

99. Tout diamètre divise le cercle et sa 
circonférence en deux moitiés parfaitement 
égales. 

100. Deux diamètres d'un même cercle, 
interceptent de part et d'autre . des secteurs 
opposés parfaitement égaux entr'eux. 

loi. Tout secteur de cercle, tel que CGIH, 
est composé d'un segment circulaire GIH , et 
d'un triangle isoscèle GCH. 

loa. Toute ligne , menée d'un point de 
circonférence à l'autre , tombe dans le cercle. 

io3. Toute corde de cercle est plus petite. 
que le diamètre. 

104. Une ligne droite ne peut rencontrer 
une circonférence de cercle en plus de deux 
points. » 

io5. Deux cercles, décrits du même centre, 
avec le même rayon , coïncideront entièrement. 

106. Deux cercles, décrits du même centre, 
mais avec des rayons inégaux, ne peuvent ja- 
mais se couper. , - 



loi. 
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T07. Deux cercles, qui n'ont pas le même 
centre , peuvent se couper , mais jamais ea 
plus de deux points. 

Théorème. 

108. Deux secteurs de cercle , tels que BAC' 
et EDF (Fig. 1 8.J décrits avec des rayons égawt ' 
AB et DEy et ayant les angles au centre A et 
D aussi égaux , seront parfaitement égaux en- 

^treux. 

Essayez de placer le secteur EDF sur le 
secteur BAG , en mettant le rayon DF sur le 
rayon AG , qui le couvrira parfaitement , les 
deux rayons étant égaux entr'eux. 

Le rayon DE alors sera couché le long de 
AB, parceque les angles A et D sont supposes 
égaux entr'eux. 

L'arc FE de son côté tombera sur CB , car 
ce sera le cas de deux cercles, lesquels, dé- 
crits du même centre , et avec des rayons" 
égaux , doivent coïncider. 

Ainsi, les deux secteurs circulaires , devant 
coïncider dans tous leurs points, seront par- 
faitement égaux entr'eux. . 

109. Corollaire L On en conclura, qiie 
lorsque deux arcs d'un même cercle , ou de 
cercles égaux, sont égaux entr'eux-, leurs angles 
au centre correspondans seront égaux de 
même ; et réciproquement. 

l'io. Corollaire W J.es angles au centre 
A et D étant égau^ êntr'^^^' ^^ ^^ résultera 



\ 
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nécessairement les triangles parfaitement égaux 
BAC et EDF: ainsi les lignes BC et EF seront 
aussi égales entr'elles. 

III. Corollaire IIL Donc , les arcs égaux 
if d*ûn même cercle , ou de deux cercles égaux , 
j auront toujours des cordes égales ; et récipro- 
^^quement , les cordes égales d'un même cercle 
^ ou de deux cercles égaux , appartiendront tou- 
jours à des arcs égaux entr'eu^j. 



?A 
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Théorème. 

lia. Dans tout cercle, la ligne CFT, qui 
fart du centre , et qui dis^ise en deux également 
tare DTE y est perpendiculaire à la corde FE^ 
et la partagera en deux également* (Fig. 33.^ 

Les arcs DT et ET étant supposés égaux 
entr'eux , les cordes DT et ET le seront de 
même (m). La ligne CT aura donc deux de 
ses points à égales distances des deux extrémités 
de la corde DE, savoir C, à cause des rayons 
égaux CD et CE ; et T, à cause des cordes égales 
DT et ET. Ainsi, se trouvant comprise dans 
le théorème de 5ï , aile sera perpendiculaire à 
la corde DE , et elle la partagera en deux éga- 
lement. 

Il est donc prouvé que la ligne qui 
passe par le centre et par le milieu de l'arc, 
passera aussi par le milieu de la corde , et sera 
perpendiculaire à cette corde. 

Mais il est visible que i. du centre 
C on ne. peut mener qu'une seule ligne droite 

au 
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au milieu de l'arc DTE. a. Que de ce même 
centre on n'en peut mener qu'une seule au 
milieu de la corde DFE. 3. Que de ce même 
centre, on n'en peut mener qu'une seule qui 
soit perpendiculaire à la corde DE. 

Donc , comme de ces quatre proprié- 
tés, deux quelconques suffisent pour détermi- 
ner la position de la ligne Cï ; et qu'il a été 
proUvé en i ja, que la ligne qui a les deux pre- 
mières , réunit aussi les deux autres^ il faut 
en conclure que la ligne qui a deux quelconques 
des quatre propriétés énoncées ci-dessus, les 
réunit toutes. Il en résulte les six théorèmes 
qui suivent, et qui n'appartiennent qu'au cercle 
seul. 

Théorème I. 

II 3. La ligne qui passe par le centre et par ' 
le milieu de l'arc, passera aussi par le milieu 
de la corde , et sera perpendiculaire à la corde. 

ê 

Théorème II. 

11 4. La ligne qui passe par le centre et par 
le milieu de la corde, passera aussi par le milieu 
de l'arc, et sera perpendiculaire à la corde. 

Théorème II L 

11 5. La ligne qui passant par le centre, 
est perpendiculaire à la corde , partagera en 
deux également la corde, de même que l'arc 
qu'elle soûtend. 

Théo- 
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T H É o R i M E I V. 

1 16. La ligne qui est perpendiculaire à la 
corde, dans son milieu , passera par le centre , 
et partagera l'arc en deux également. 

Théorème V. 

117. La ligne qui du milieu de Tare est 
abaissée perpendiculairement sur la corde, la 
partage en deux également ; et prolongée , elle 
passe par le centre* 

THÉORiME VI. 

11 8. La ligne qui partage également en 
deux. Tare et la corde qui la soûtend » est per^ 
pendiculaire à la cOrde, et suffisamment pro- 
longée , elle passe par le centre. 

119. La démonstration des six théorèmes 
précédens ne dépend pas de la distance CF dé 
la sécante PQ au centre ; elle est également gé- 
nérale , qjuelque soit cette distance. Il est vi- 
sible , que plus la corde s'écartera du centre > 
en conservant sa position parallèle au diamètre 
AB, plus aussi sa partie DE, interceptée entra 
les deux^points d'intersection D et E , deviendf à 
petite ; Tare DTE qu'elle soûtend , décroîtra 
avec elle , et les théorèmes que noirs avon$ dé- 
montrés, continueront d'avoir lieu. : 

1 20. Enfin cette sécante PQ pourra telle- 
Kient s'éloigner du centre , que parvenue dans 
fei position MTN, et entièrement située hors dfef 
la circonférence, elîç ne fera plus que de l'efflcu-j 
rer dans un seul point T. Dans cette position^ 

D elle 
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elle deviendra tangente du cercle en T; dans 
ce même point seront confondus Tare entier 
DTE, de même que la corde DFE , qui le soû- 
tend; et il faudra substituer le point de con* 
tact T , à ce que nous avions appelle jus- 
qu'ici , milieu de l'arc , et milieu de la corde. 
Dans ce cas particulier , nous aurons au lieu 
des six théorèmes précédens , les trois théo- 
rèmes qui suivent. 

Théorème I. 

lai. La ligne CT, qui du centre C est 
abaissée perpendiculairement à la tangente 
MTN , passera par le point de coQtact T, - et dé- 
terminera la position de ce point. 

Théorème IL 

122. La perpendiculaire MT , élevée au 
rayon CT dans son extrémité T , sera tangente 
du cercle. 

T H È O R È 31 E I I I. 

ia3. La ligne TC, perpendiculaire à la tan- 
gente MTN dans le point même de contact T, 
passera par le centre. 

On a vu en 49, que de toutes les droites, qui 
partant d*un xuéme point quelconque , aboutiisent 
aux différens points d'une autre ligne droite , la 
plus courte est la perpendiculaire. 

Ici on voit que de toutes les lignes qui partent 
du centre C 9 et qui aboutissent aux différens points 
de la tangente MN , la plus courte est ceriainenient 
celle* qui mène au point de contact T. Car celle-ci 
«at égale au rayon CT seal; tandis que toute autre, 

telle 
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telle que CKI , auroit outre le rayon CK, la partie 
' Kl , interceptée entre la tangente et la circonfé- 
rence. (Fig, 34.) 

Donc , le rayon CT doit être perpendiculaire \ 
la tangente MN , au point même de contact. 

La tangente n'a proprement qu'un seul point de 
commun avec . la circonférence ; mais elle en ap« 
proche, et s'en écarte ensuite d'une manière si peu 
sensible , que sans la perpendiculaire CT il ne se- 
roit pas possible de déterminer la position du point 
de contact. 

C'est ici le premier exemple du fameux pro- 
'blérne des tangentes. Dans le cercle, il est acces- 
sible \ la Géométrie ordinaire. Dans toute autre 
courbe , différente du cercle , il 'présente des diffi- 
cultés bien plus grandes^ et il exige des secours 
d'analyse plus relevés. 

T H ]£ O R £ M E. ^ 

ia4« Les arcs d'un même cercle^ tels que 

. DG et EH^ interceptés entre les cordes paraU 

lèlesDEetGH y sont égaux entreux. (Fig 35.^ 

La direction parallèle des cordes DE et GH 

Grmettra de tirer le layon CT, perpendicu- 
re à l'une et à l'autre. Donc, ayant d'un cô- 
té les arcs égaux DT et ET, de l'autre les arcs 
ég£^ux GT et HT (ii5), les différences seront 
égales de part et d'autre, ce qui donne DG=EIL 

Théorème. 

12 5. Lorsque deux cercles se coupent récU 

proquement , la ligne AB qui joint les deux 

centres , est perpendiculaire à la corde LN qui 

réunit les deux points d'intersection L et N; et 

de plus elle partage en deux également cette 

^ Da çordê 
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corde LN, de même que les deux arcs LCTf 
et LffJV. {Fig. 36.; 

Les deux centres A et B, se trouvant na- 
torellement à distances égales de$ deux points 
d'intersection L et N, ce théorème est entiè- 
rement compris sous celui de 5 1 , et n a - be- 
«pin d'aucune démonstration ultérieure. 

ia6. Lorsque la ligne qui joint les centres 
de deux cercles ^ est égale à la somme ou. à 
la différence de leurs rayons y ils se toucheront 
réciproquement. Le contact dans le premier 
cas , sera en dehors ; et en dedans , si le se* 
cond cas a lieu. Dans les deux cas , ceUe' 
même ligne qui joint leurs centres^ passera aus* 
si par le point de contact , et elle sera per^ 
pendiculaire à la tangente qui dans ce même 
point est commune aux deux cercles. {Fig. ^n.J 

Deux cercles qui se touchent, ne présentent 
véellement qu'un cas particulier de deux cercles 
qui se coupent Ces derniers présentent deux 
points d'intersection L et N , à une certaine 
distance l'une de l'autre, lesquels dans le cas 
d'attouchement, seront confondus dans un seul 
point de contact , sans que la position de la 
isécante LN qui les réunit , et qui deviendra ' 
tangente alors , cess^ d'être perpendiculaire à 
la ligne AB quj : ^jj les deux centres. 



Sujppo5on$ ^ J^s deux centres A çt B 

restant les mêx^^^^^^L. 36.;, le rayon AE de 

4^. 
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et devienne enfin AC , noua aurons l'exemple 
de deux cercles qui se touchent au dehors. 
L'espace entier compris entre les deux arc» 
LCN et LEN, s'évanouira alors, et sera point 
de contact ; la sécante PQ deviendra tangente^ 
et restera perpendiculaire à la ligne des centres. 

Supposons ensuite , que les deux centres A 
et B (Fig, 36.^ restant les mêmes , le rayon 
du premier s'aggrandisse jusqu'au-delà du centre 
B du second^ les points d'intersection L et N, 
devenant alors L' et N' ; et qu'enfin , son 
rayon devenant égal à AC, le premier cercle . 
embrasse entièrement le second , vous aures 
l'exemple de deux cercles qui se Jonchent au 
dedans , savoir en C. L'espace entier , com- 
pris entre la corde L'D'N' et les deux arcç 
L'E'N' et L'C'N', s'évanouira alors ^ et devien* 
dra point de contact D' (Fig. âyj,* la sécante 
P'Q' deviendra tangente cobimune des deuit 
cercles en D' ^ et restera perpendiculaire à la 
ligne des centres. 

Le théorème présent est donc entièrement 
compris dans le précédent , dont il présente 
un cas particulier. 

127. Si la même ligne ADBD' (Fig. Zj,) 
ëtoit celle des centres de plusieurs circonfé- 
reùces de cercle ; passant toutes par un des 
deux pToints D ou D', elles s'y toûcheroiétiÉ 
réciproquement, et déplus elles auroient dani 
le point de contact une tangente commune , 
perpendiculaire à la ligne des centres. 



Théo- 
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I 
t 

Théorème. 

ia8. Dans un même cercle , tes angles au 
centre sont ^ntreux dans le rapport des arcs 
compris entre leurs côtés; et réciproquemenL 

On a vu (io8) que lorsque deux arcs d'un 
même cercle sont égaux entr eux, leurs angles 
au centre correspondans sont égaux de même. 
II s'ensuivra que lorsqu'un arc de cercle est 
double , triple etc. de l'autre, l'angle au centre 
correspondant au preiifiier sera aussi double,, 
triple etc. de celui qui répond à l'autre: et 
quen général le rapport qui est entre deux 
angles au centre, est aussi celui des arcs com- 
pris entre leurs côtés. 

' 129. Dans les notions préliminaires, (2^1) 
nons avons déjà établi pour principe qu'un 
angle quelconque est à l'angle droit, comme 
l'arc de cercle , décrit de son sommet comme 
centre et compris entre ses côtés , est ' au 
quart de circonférence. Donc le quart de cir- 
conférence étant la mesure naturelle de l'angle 
droit , on en conclurra que celle de tout 
angle au centre est l'arc de cercle compris entre 
ses côtés. 

Théorème. 

i3o. Tout angle à la circonférence, tel 
que ABC y c'est-à-dire , dont le sommet B se 
tJ'ouvti sur la circonférence du cercle , a pour 
mesure la moitié de Varc AC, compris entre 
ses cotés (Fig. ZS.) 

Il y a trois cas. 

Pre^ 
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Premier cas. Le centre du cercle est sur 
Un des côtes de l'angle à la circonférence ABI. 
Dans ce cas, ayant mené par le centre D la 
ligne FDG, parallèle à AB, on aura à la place 
de l'angle ABI, son égal BDF ou IDG (63), les- 
quels, comme angles au centre , auront pour 
mesure l'arc GI ou bien BF, compris entre 
leurs côtés (129). Ce dernier est égal à AG, com* 
pris entre les mêmes cordes parallèles fia4)v 
Ainsi , ayant AG=GI , l'angle proposé ABI au- 
ra pour mesure la moitié de Tare AI, compris 
entre ses côtés. 

Second cas. Le centre du cercle D est , 
dans Tangle proposé ABC. Dans ce cas , me- 
nant le diamètre BDI , cet angle sera la somme 
des deux angles à la circonférence ABI et CBI. 
Ces angles seront tous les deux dans le pre- 
inier cas : ils auront pour mesure les moitiés 
des deux Arcs AI et Cl. Ainsi l'angle proposé 
ABC aura pour mesure la moitié de la somme 
des deux arcs , c'est-à-dire , celle de Tare AC , 
compris entre ses côtés. 

Troisième cas. Le centre du cercle D est 
hors de l'angle proposé ABC. Dans ce cas , 
menant le diamètre BDI, cet angle sera la dif- 
férence des deux angles à la circonférence ABI 
et CBI. Ces derniers seront dans le premier 
cas: ils auront pour mesure les moitiés des 
deux , arcs AI et CI. Ainsi Fangle proposé ABC 
aura pour mesure la moitié de la différence 
des deux arcs Al'et CI, savoir celle de l'arc AC, 
compris entre ses côtés. {Fig. 440 

Ce 
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Ce théorème est fertile en conséquences , 
viennent des cas particuliers , auxquels on { 
rappliquer. 

1 3 1 . Corollaire L , Tous les angles à 
circonférence, tels que B, C, D, E, F, qui • 
ie même arc compris entre leurs côtés, s 
égaux entr'eux. (J^lg^ Sg) 

i3a. Corollaire IL Tout angle inscrit d 
le demi-/cercle , tel que ABd , est un ar 
droit. (Fig. 4o.) 

i33. Corollaire III. Tout angle ins 
dans un segment plus grand que le demi-cer< 
tel que DBF, est aigu. Tout angle ins4 
dans un segment, moindre que le demi-cer 
tel que DEF, est obtus. {Fig. l\o.) 

i34. Corollaire IV. Les angles ^PP^ 
d'un quadrilatère inscrit au cercle , tels < 
DBF et DEF, ouBDE et BFE, valent eç^em 
deux angles droits. {Fig. Ao-) 

i35. Corollaire V. Tout angle à la 
conférence , formé par une corde AB et i 
tangente BC, a pour mesure la moitié de 1 
BEA, compris entre ses côtés. (Fig. [\i.) 

Car élevant dans le point de contact B la 
pendicnlaire BD , qui nécessairement sera diamè 
vous aurez les deux angles \ la circonférence D' 
ABC, faisant ensemble un angle droit. Or, le] 
mier ayant pour mesure la moitié de Tare DA 
faudra bien que la mesure de l'autre soit la me 
du reste du demi-cercle , ou de Tare AEB. 

i36. Corollaire VI. Tout angle dont 
sommet est entre le centre et la circonférer 

t€ 
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jtel que ABC , a pour snesurç la moitié de la 

IK)mme des deux arcs AC et DF, compris 

entre ses côtés. (Fig. J^ql.) 

^ - 
Car >iayant mené la corde DE , parallèle à BC , 
vbtis aurez Tangle à la circonférence AO£, égal \ 
Tangle proposé AnC(63), et ayant pour mesure la moitié 
de l'arc ACE (iSo), lequel équivaut k la somme des deux 
arcs AC et DF,. à cause de Fégalité entre Tare FD 
et -rare CE (124). . / 

iSy. Corollaire VII. L'angle ABC, formé 
par deux sécantes qui se rencontrent au de- 
hors de la circonférence , a pour mesure la 
naoitié de la différence des deux arcs AC et DF, 
Compris entre ses côtés. (Fig^ 43«^ 

Car ayant mené la corde DE , parallèle à FC 9 
V'ous aurez Tangle \ la circonférence ADE , égal à 
l'angle proposé ABC 9 et ayant pour mesure la moitié 
d^ l'arc; ÂÊ^ c'est-à-dire, la moitié d6 la différence 
4efl deux arcs AC et DF , a cause des deux 
3trca CE et DF , que nous savons être égaux en- 
tr^eux. 

'^ l38. Corollaire VIIL L'angle ABG-, formé^ 
par une sécante et une tangente qui se ren- 
contrent hors du cercle, a aussi pour mesure 
la moitié de la différence des deux arcs AFG 
^t ACG , compris entre ses côtés. 

Ce corollaire ne présente qu'un cas particulier 
du précédent, La sécante BCF venant à s'écarter 
du centre , en toumanir autour de B, les deux 
Points d'intersection C et F se rapprocheront, et 
nxiiront ^ar coïncider dans le point de contact 6 ^ 
au moment où cette ligne, de sécante qu'elle étoit, 
deviendra tangente. 

PrÔ- 
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PROBL^MX. 

iSc). Faire passer une circonférence de cercle 
par trois points jé^ 5, C, donnés de position, {Fig 45.) 

, Ayant mené les' droites AB, BC, partagez les 
en deux également par les deux perpendiculaires in- 
définies DE, FG (56).- Le point d'intersection I de 
ces deux lignes sera le centre du cercle demandé. 

Car Tune et l'autre de ces deuj^ perpendiculaires 
doit passer par le centre du cercle (ii6). Ce centre 
sera donc le point d'interseciion , commun aux deux 
perpendiculaires. 

Si les trois points A , B , C étoîent en ligne 
droite, les deux perpendiculaires deviejidroient pa- 
rallèles entr'elles , et ne se rencontreroient Diulle 
part. Danrs ce seul cas, la solution du problème 
deviendroit impossible. 

P R O B L Ê 31 E. 

140. JD^un point tfiiélconque A , situé hors d*ttn 
cercle^ mener une tangente h sa circonférence^ ("^''5'«46.) 

Ayant mené de ce point au centre la ligne 
droite AC, menez la circonférence de cercle, dont 
cette ligne est le diamètre. Les deux lignes AD , 
A£ , menées de A aux points d'intersection com- 
muns des deux cercles , seront tangentes du cercle 
proposé. 

Car les angles ADC , AEC , se trouvant chacun 
inscrits dans un demi-cercle , seront des' angles 
droits (i32). Ainsi , les lignes KD , A£, étant 
chacune perpendiculaire au rayon dans son extrémi- 
té , seront tangentes du cercle proposé (ifiS). 

P R O B L £ M £. 

141- Inscrire un cercle dans un triangle donné 
ABC. {Fig 47.) 

' Partagez en deux également deux angles du 
triangle , tels que A et C , par les lignes AI , CI (53).' 

Le 
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Le point d'intersection I des deux lignes sera le 
centre du cercle demandé. 

Car abaissant les trois perpendiculaires IDj I£^ 
IF y vous aurez les triangles ÂFI, AEI ; de même 
que CDI , CEI , parfaitement égaux entr'eux , à 
cause de l'égalité de tous leurs angles respectifs , et 
des côtés communs AI , CI. Donc ^ les trois per- 
pendiculaires étant égales entr*elles , le point I sera 
le centre du cercle inscrit. 

Il est visible qu'en menant de I la ligne IB au 
troisième angle du triangle, elle le partagera en deux 
également. 

P R o B L Ê M E. 

i4&* Su^ une droite donnée AB construire tm 
arc 4e cercle ^GB , tel quil en résulte des 
angles h la circonj-érence , égaux h un angle donné. 

Faites l'anjgle CAB égal au complément de l'angle 
donné, c'est-à-dire, à ce qu'il faut lui ajouter pour 
le rendre égal à un angle droit; élevez la perpendi- 
culaire BC, et partagez AC en deux également au 
point D, qui sera le centre du cercle demandé. 

Car l'angle CAB ayant été fait égal au complé- 
ment de l'angle donné, l'angle BCA, qui avec CAB 
fait un angle droit (71), sera égal à Tangle donné. 
Il doit en être de même de tous les angles qui' 
ayant leurs sommets sur la circonférence de ce 
cercle, auront l'arc AB compris entre leurs côtés (i3i). 
Ainsi le problème sera résolu. 

P R O B L lÊ ]\I E. 

143. Connoissant la position des trois points 
jg j IB 9 C 9 et de plus , les angles AOB ^ BOC s dé"^^ 
terminer la position du point O. (Fi g. 49O 

Sur les droites AB et BC décrivez les arcs 
de cercle AOB, BOCi dans lesquels on puisse in- 
scrire 
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écrire leâ îeux angles proposés ^ amfortnimetkt Èa 
problème précédent. Ils se couperont en detùt 
points 9 dont l'un sera le point donné B, et dont 
l'autre O sera celui que vous cherchiez/ 

CHAPITRE CINQUIEMJEL 

LA MESURE DES SURFACES, 



i44« Pour mesurer des surfaces, il faut 
'les rapporter à quelque surface qu'on supposé 
connue. On a choisi le quarré de préférence 
aux autres , parceque dans chacun de ses 
angles , qui tous sont droits , il présente Tu* 
nité angulaire à laquelle tous les angles sont 
rapportés. Donc, ayant, pris une ligne connue 
pour unitéi linéaire, le quarré de cette ligne 
sera l'unité de surface. 

T H ]£ o R È BI E. 

145. Tout rectangle a pour mesure le pro* 
duit de sa ba^se par sa hauteur. (Fig. 45.J 

Là ligne AB étant prise pour unité linéaire, 
le quarré ABCD sera l'unité de surface. Or, 
fon voit par l'inspection de la figure, que le 
rectangle AEFG contient autant de ces quarrés 
qu'il y a d'unités dans le produit qui résulte, 
en multipliant le nombre des unités linéaires 
que contient la longueur AE du rectangle, 

Î)ar le nombre des unités que contient sa 
argeur AG. 

On peut donc dire que la surface de tout rect«r 
angle est égale au produit de sa base par la hau- 
teur. Seulement il./aut remarquer, que le terme de 
ptoduiù n'a pas alors absolument le «ens ordinaire ^ 

en- 
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enseigné dans les Élémens d'Arithmétique. Là, ce 
*^^ tout presque toujours des quantités . de difféientes 
espèces qu'on multiplie ensemble : et on prend l'un 
des facteurs autant djt fois, que l'unité est contenue 
dans l'autre. Le produit est donc toujours de même 
espèce avec l'un des deux facteurs : tandis que l'autre 
est de même espèce avec l'unité. Li, les deux fac- 
teurs sont de même espèce , et l'unité du produit 
est très-différente de celle de chacun des deux fac- 
teurs. Ainsi j en disant que la surface du rectangle 
eit égale au produit des deux côtés, on employé 
tme expression impropre , mais admissible cepen- 
dant, en observant que l'unité de ce produit est le 
fuarré de l'unité linéaire, employée pour détermi- 
ner les deux facteurs. 

Théorème. 

146. Le triangle est égal à la moitié du 
^^<tangle de même base et de même hauteitr. ' 

Il y a trois cas. 

Premier cas. Le triangle est rectangle. Tel 
Je triangle ADB. Il est yisibleaient la 
oitié du rectaDgle ADBË, de même base et 
méme< hauteur. (Fig. ^6.) 

Second cas. La perpendiculaire abaissée 
'«« sommet sur la base, tombe d^ns le triangle. 
'ï^d est le triangle ABC. Un tel triangle est 
1% somme des deux triangles rectangles ,BD A 
^t BDC. Le premier est la moitié du rec- 
tangle AEBD , l'autre est la moitié du rec-. 
tangle CFBD, ayant l'un et l'autre la même \ 
liauteur que le triangle. Ainsi le triangle en- 
^^1 tier ABC est aussi la moitié du re^ctaugle en-^ 
^^*| tier AEFG, de même base et de même hau- 

^ teiir- (Fig. 4&0 

Troi' 
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Troisième cas. La perpendiculaire y abais, 
(ht sommet sur la base, tombe hors du triang 
Tel est le triangle ABC. Un tel triangle i 
la différence des deux triangles BDA et BD 
Le premier est la moitié du rectangle AEBl 
Tautre est la moitié du rectangle CFBD, aya 
Tun Qt^ Tautre la même hauteur que le ti 
angle. Le triangle ABC est donc encore 
moitié du rectangle , de même base et ( 
même hauteur. (Fig. 47 v) 

147. Tout triangle est donc égal à lame 
tié du produit de sa base par sa hauteur. 

148. Deux triangles , ayant même bai 
ou des bases égales , et compris entre 1< 
mêmes parallèles , sont égaux eu surface. 

149. Toute figure rectiligne est toujou: 
déooinposable en triangles. Le théorème su 
fit Aowo pour déterminer la surface de tou 
iigure rectiligne. 

Tu£ORàME. 

\ 5o. Deux paruUtk^rammeSy ajrant mên 
base ou des bases é^alesy et compris entre l 
mêmes parallèles, sont égaux en surface. 

Connue tout parallélogramme est toujou 
divisible par sa diagonale en deux triangl 
parfaitement égaux > et que par conséque 
il eat toujours le double de chacun deceuxn 
ce théorème peut éti^e regardé comme m 
conaéqueuee immédiate du précédent. Cèpe 
<laut voilà comment il peut être démontn 
indépeud^mmeut de Tautr^^ 

Les 
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Les parallélogra rames AEFC et AGHC (Fig. 
tfi.) ayant la même base AC , et se trouvant 
compris entre les mêmes parallèles AC et EH, 
vous aurez les deux triaugles parfaitement 
égaux AEG et CFH. Retranchez en la partie 
co(nmune IFG, il restera les deux trapèzes 
égaux AEFI et CIGH. Ajoutez à l'un et à 
Tautre le triangle commun AGI , il en résul- 
tera les parallélogrammes égaux AEFC et AGHC. 
Ce sont précisément ceux du théorème. 

THEORiHE. 

i5i. * La surface êVun trapèze ABCD' se 
trouve y en multipliant la somme des deux 
bases parallèles AD et BC par la hauteur du 
trapèze EF ^ et en prenant la moitié du pro- 
duit. (Fig. 49v> 

Le trapèze est la somme des deux triangles 
ABD, BDC, de la même hauteur que le tra- 
pèze ; ayant pour bases, l'un le côté AD, 
Tautre le coté BC. On trouve la surface de 
l'uu et de l'autre, en prenant la moitié du 
produit de la hauteur commune EF par la 
nase qui appartient à chacun d'eux. Leur 
somme sera donc égale à la moitié du produit 
de la somme des deux bases par leur hauteur 
commune, qui est celle du trapèze. 

Théorème. 

i5a. Deux parallélogrammes , ou deux 
f triangles , ayant des bases inégales , et compris 
erUre les mêmes parallèles ou ayant la même 
hauteur y sont entreux comme leuri bases. 

Ils 
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' Ils sont rigoureusement entr*eux comra 
les produits de leurs bases par leur-hauteu 
commune. Or le rapport de deux produit 
ne change p^s , lorsqu'on les divise par un 
znéme quantité quelconque* Ainsi , divisao 
les deux produits par la hauteur commune 
les deux parallélogrammes ou triangles seroxt 
entr'eux comme leurs bases. 

Problème. 

i53. Diviser un parallélogramme , tel que 
ABCD , en deux trapèzes parfaitevient égaux ^ nw 
yennant une ligne qui passe par un point donné E» 
{Fi g. 5o.) 

Menez de ce point E une ligne droite , dirigée 
vers le point d'intersection des deux diagonales I. 

Les trapèzes AFGC, DGFB, seront non-seule- 
ment égaux ^ mais parfaitement égaux entr*eux. 

P R O B L Ê M e/ 

i54« IDiviser un trapèze en un noinbr^ quel^ 
manque ^é trapèzes égaux. {Fig^ 5i.) 

Divisez chacun des cotés parallèles AE et FKf 
dans le nombre de parties^ égales, qui est prescrit 
par le problème. Joignez les points de division pal 
les lignes BG^ CH, Ùî; Le problème sera résolu. 

Les trapèzes* qui résultent de cette dîVisioffi 
ayant tous la même haïueup , et des bases* é^Uv^ 
seront égaux eh surface. ' 

P R o B L Ê M £. 

i55. Diviser un triangle quelconque en un 
nombre quelconque de triangles égaux. {Fi g. 5a .J 

Divisez dans le nombre prescrit de parties , là 
tase du triangle AE, et joignez les point» de divi- 
sion 
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jûùn B , C , D 9 au sompGiet du triangle , par les 
joignes BF^ CF, DF. JLe problème ser^ résolu* 

P «L o 3 L £ M E. 

• i56. Changer le triangle JBC en un autre de 
lut Face égale ^ étahU sur la base AC ^ -prolongée 
s*ii le faut , et ayant son sommet dans un point Z)j 
(pd se trouçe jur le coté iSC {Fig* 53) 

* — • 

Tirez DG; menez par B la ligne B£, parallèle 
\ DC , et joignez D£. Le triangle AD£ sera le 
^ triangle de^iandé.. 

\ ' ' ' 

Car )es triangles BDE ^ ECD, ayant la même 

b^se, et compris entre les mêmes parallèles, sont 

égaux en surface (148). Ajoutez à tous les deux let 

triangle ADC; i} en résulter^ les triangles égau:i; 

ABÇ,4DE. 

PeoblAhi^I 

167. Changer un polygone ipielconque ABCDEF 
^^ un triangle de surface égale, qui ait son sommet 
^^^ un point O, situé sur la circonférence ^u po* 

ly^one. ^ (^Fig.^5^.) 

Prolongez indéfinimeiit les côtés du polygone, 
A.F vers L , FE vers K , ED vers I , DC vers H etc. 

Qu point G menez aux an£ljes F^ £, D, Ç et.ç, 
lejs diagonales 6F, G£, 6D, GC etc. 

De B tirez BH , parallèle à la première diagor 
^ale GG, jusqu'au prolongement du côté DGH. De 
H tirez HI , parallèle ^ ht seconde diagonale OD , 
jusqu'au prolongement du côté DE. Dé I tirez IK ^ 
parallèle à la troisième diagonale GE, jusqu'au pro- 
longement du côté F£. De K tirez KL, parallèle it 
la quatrième diagonale, jusqu'au prolongement diji 
cote AF. ^ 

Je dis que les polygones suîvans ABCDEF (poly- 
gone proposé), AGHDEF, AGIEF, AGRF, etAGf!* 
/triangle qu'oiai demandoit) , sont égaux eu surface. 

£ Lea 
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Caries triangles GBC, GHC, ayant la même base, 
et compris entre les. mêmes parallèles, seront égaux 
en surface. Ajoutez leur le polygone commun â6CD£F, 
vous aurez les deux polygones égaux AGBCDEF et 
AGHDEF. 

Les triangles GHD, GID, ayant la même base, 
et compris entrç les mêmes parallèles , sont égaux 
en surface. Ajoutez leur le polygone commun 
AGD£F,vous aurez les deux polygones égaux AGHD£F 
et AGIEF. 

Les triangles GIE et GKE, ayailt la même base, 
et compris entre les mêmes parallèles, sqnt égaux 
en surface. Ajoutez leur le polygone commun A'GEF, 
vous aurez les polygones égaux AGIEF et AGKF. 

Enfin, les triangles GKF et GLF seront égaux 
en surface. Ajoutez leur le triangle commun AGF^ 
vous aurez le polygone AGKF, égal au triangle 
AGL, lequel par conséquent sera équivalent aux 
lolygones de la série précédente, dont- le premier a 
té le polygone proposé ABCDEF, 

P R O B L Ê M £• 
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i58. * Un polygone quelconque ABCDEFO étant 
proposé , on veut le diviser en un certain ncnntre 
de parties égales ^ par des lignes menées d'un point' 
ff^ situé sur la circonférence du polygone. {Fig. 55.) 

Commencez par transformer le polygone en un 
triangle de surface égale AHT, moyennant le con« 
tour BTTTTT, composé de lignes parallèles succès* 
sivement aux diagonales du polygone ^ de même 
que dans la solution précédente. 

Divisez la base de ce triangle AT en autant de 
parties qu*il aura été demandé, aux points P, Q, H, S. 

De chacun de ces points , menez une ' suite de 
parallèles aux mêmes <iiagonales du polygone y 
cbacJ^ne jusqu'au prolongement du côté voisin. 

Les 
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* Les points de la circonférence du polygone où 
ces contours composés fîe lignes parallèles entr'elles 
et aux diagonales du polygone aboutiront j, et qui 
Bont ici les points P, Q', R'", $'""% sont les points 
<1« division. £n les ^joignant tous au point H, le 
problème sera résolu. 

La démonstration de cette solution est com« 
prise dans celle du problème précédent. 



CHAPITRE SIXIEM 

LES TRIANGLES SEMBLABLES. 



iSg. L'idée de deux ou de plusieurs rapports 
i^aux entr'eux , fait naturellement naître celle . 
^e la ressemblance. Deux contours, deux fi-, 
•gures, deux corps sont semblables entr'eux, 
lorsqu'il' existe par tout le même rapport entre 
celles de leurs parties , qui ont la même posi- 
tion pat rapport au tout. « 

160. Toute ligne DE^ menée parallèlement 
£L un des trois côtés d'un triangle quelconque 
uiBCf tel que le coté BC, dis^ise les deux autres 
cotés AB et ACen parties proportionnelles; de 
manière qu'on a ADlBD = AE:CE. (Fig; ^^.) 

Première D^aionstration. 

Le , théorème peut être regardé comme 
un corollaire très simple de celui de 87. 
Quelque soit le rapport AD : DB , il faut bien 
qu'on puisse l'exprimer par des aombres: ainsi, 

E SI sup- 
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supposant AD : DB coitime onze est à huit , cela 
veut dire que si l'on divisoit le côteAB entier 
en dix-neuf parties égales , AD seroit égale à 
onze die ces parties, et DB. contiendroit les 
huit parties qui restent. Ensuite, de tous les 
points de division, menons des lignes paralfèles 
au côté BC. Conformément à 87, ces ligues 
diviseront le côté AC en Jûr-Tzee^/" parties égales, 
dont onze tomberont sur A£, et huit sur CE. 
Le rapport AEiCE sera donc aussi celui de 
11:8. Et généralement , quelques nombres 
qu'on veuille employer , les lignes AD et AE, 
de même que BD et CE seront équimultiples 
de l'unité qu'on aura . employée ; il en résul- 
tera donc Al3:BD = AErCE. (Fig. Bj.J 

On a objecte que cette démonstration n'est ad- 
missible que dans les cas où les rapports ÂO IBD, 
et AE ; Ç#E peuvent être exprimés en nombres en- 
tiers, et qu^elle excluoit à jamais les quantités in- 
cœnmensiiràbles. On peut répondre que si le rap- 
port entre deux quantités incommensurables ne 
peut pas être exprimé par de certains nombres en* 
tiers, Terreur qui en résulte, peut être diminuera 
volonté en prenant des nombres plus grands , et 
que par ce moyen trcs-sîmple elle peut être rendue 
moindre qu'une quantité assi^able quelconque. Une 
erreur, qu'on est libre de supposer aussi petite qu* on 
veut, est nulle dans le fait ; et deux quantités 
doivent être réputées égales, lorsqu'il est permis de 
supposer égale à zéro , la différence qui existe 
entr'elles. Cependant si cette démonstration, quoi- 
qu'aussi rigoureuse qu'aucune démonstration de 
Géométrie, paroissoit encore laisser quelque doute ^ 
.vpilk celle qui se trouve dans le sixième livre des 
Élemens dEuclide : elle est entièrement exempta 
de toute apparence d'incertitude. 



S*. 



LfiS TklATKGLES SKRfBLABLES. 69 

SsGOlSrDE DÉMONSTRATÏOIf. 

Menez les lignes BE et CD. Les deux 
triangles » égaux en hauteur , ADE et CDE « 
sont entr'eux dans le rapport de leurs bases , AE 
et CE (i 52)1 De même les deux triangles, égaux 
jcn hauteur ) AED et BED, sont aussi entr'eux 
dans le rapport de leurs bases ÂD et BD(i5a). 
Mais les triangles CED et BDE , compris entre 
les mêmes parallèles et ayant la même base , 
«ont égaux entr'eux (j48). Le rapport des 
deux triangles ADE et CDE étant donc iden- 
tiquement le même que celui des deux tri- 
angles AED et BED, on aura AE:CE=AD:BD. 

161. Corollaire. Les deux côtés indéfinis 
AB et AC de l'angle A , étant traversés par ua 
nombre quelconque de lignes parallèles en- 
tr elles , telles que BC , DE , FG , HI etc. il 
y aura un même rapport constant entre deux 
segmens quelconques, pris sur l'un et sur 
l'autre des deux côtés, et compris entre les 
mêmes parallèles. Ainsi tout les rapports qui 
suivent, seront égaux entr'eux : BD:CE, DFrEG^ 
FH:GI, AH:AI; de même que BF:CG, BHiQ, 
DH.EI, AB:AC, AD:AE, AF:AG, etc. (I^îg. 58.J 

Ces derniers se dérivent facilement des pre- 
miers, en appliquant le théorème démontré 
dans l'arithmétique , que s'il y a une suite 
quelconque de rapports égaux entr'eux , la 
somme, des antécédens sera à la somme des 
conséquens, et la différence des antécédens à 
la différence des conséquens, comme un anté- 
cédent est à son conséquent. 

Théo- 
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Théorème. 

162. Si les côtés JB et AC (Tun triangle 
ABC sont divisés proportionnellement par la 
ligne DE y de manière quil en résulte la pror. 
portion AD: BDz=AE:CE ^ la ligne DE. sera 
parallèle à la ba^e BC du triangle, (^^^g- ^7*) 
Cette proposition est Tinverse de la précé- 
dente. On conviendra que -d'un point donné 
Ton ne peut mener qu'une seule parallèle k 
la base BC. De ce même point , on ne 
peut en mener qu'une seule non plus, qui 

. partage le côté AC dans un rapport déterminé. 
Donc^ la proposition directe étant déjà prou- 
vée j. il faut en conclure , que ces deux 
propriétés, inséparables l'une de l'autre, doivent 
nécessairement 'appartenir à la ménrje ligne 
droite; et qu'ainsi la proposition présente, in- 

• verse de la précédente ^ doit être égalemeul 
générale* 

Théorème. 

f63. Lorsque les trois angles d'un triangle 
DEF sont égaux aux trois angles d'un autre 
ABC y les côtés qui leur sont opposés seront pro* 
portionnels entreux , et les deux triangles^ se* 
ront semblables. (Fig. Sg-J 

L'égalité des angles A et D permettra d'as- 
signer au triangle DEF la position AGH. Dans 
cette position, vous aurez les angles égaux 
AGH ou E et ABC ; de même que les • angles 
égaux AHG oji p ^^^ ACB , par supposition. 
Ainsi les ligues r H et B^ sont parallèles en- 
tr'elles , ce oui j r^txe AG ou DE:AB=AH 

/ Lega- 
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^ L'égalité des angles C et F permettra encore d'as* 
signer au triangle DEF la position IKÇ. Dans 
cette position, vous aurez les angles ëjgaux 
IKC ou E et ABC ; de même que les angles 
KIC ou D et BAC. Ainsi les lignes IK et AB 
devant être parallèles ent^'elles , les côtes AC 
et BC seront coupés en parties proportion- 
nelles, ce q^i donne Cl ou DF:AC==:CK ou 
EF:ÇB. 

11 y aura donc le même rapport entre les côtés 
des deux triangles , qui sont opposés à leurs 
angles égaux. 

164. Corollaire I. Lorsque les trois côtés 
d'un triangle sont parallèles aux côtés d'un 
autre, ces deux triangles seront semblables; 
car les angles de l'un seront égaux à ceux de 
l'autre. (63. 65.; 

Teh sont les triangles ABC, DEF,. ÇFig. 69.) 

i65. Corollaire II. Ijorsque les trois côtés 
d'un triangle sont perpendiculaires sur les trois 
côtés d'un autre, ils seront encore semblables. 
Car en faisant faire un quart de conversion à 
l'un, ses côtés deviendront parallèles aux côtés 
de l'autre. Les côtés proportionnels seront 

})récisément ceux, dont l'un est perpendicu^* 
aire à Tautre. 

1 66. Corollaire III. Généralement, lorsque 
les trois côtés d'un triangle sont également in- 
clinés vers les côtés d'un autre , les triangles 
seront encore semblables , par la même raison* 

167. Corollaire IV. Des triangles opposés 
au sommet, et interceptés entre deux lignes 

pa- 
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parallèles: 9 tels que les triangles ABC, ï)l£/ 
seront semblables. Lès lignes AD et CE Se 
cx>iiperont en des parties réciproquement pro*^ 
po'rtionnelles; de manière que AB:BC=BD:BK* 

(Ftg. 60.; 

168. Corollaire y. Deux triangles isosôètes, 
qui otït les angles au sommet ^aux entr'euiy 
où les angles à la base égaux entr'eux, seroBt 
semblables. 

169. Corollaire Yl. Lorsque Fuh des deux 
angles aigus d*un triangle rectangle est égal a 
Tun dés deux angles aigus d'un autre triangle 
rectangle, ces deux triangles seront aussi sem- 
blables entr'eux. 

170. Corollaire VIL Et par cette dernière 
raison, si du sommet B de l'angle droit d'un 
triangle rectangle ABC , on abaisse une peiv*' 
j^eridiculairé BD sur rhyj]rbtenuse j il eiï ré- 
sultera deux autres triangles rectangles ADB f 
BDC , qui seront semblables entr'eux et a^ 
triangle proposé ABC, et qui par conséquei^* 
auront leurs côtes hoii^ologues proportionnels 
entr'eux. (Fig. Si^J 

T H i Ô R È M É. 

171. La ligne BD, qui partage en deû^ 
également un des angles internes d'un triangle 
jéBC j tel que Bj divisera le côté opposé àC 
ett des parties proportionnelles aux côtés qui - 
comprennent F angle B : de manière qu'an ait 

jd:dc=jb:bc. C^ig.6dL.) 

Prolongez le coté AB: faites le proionge*» 
isient B£ égal à BG et tire2 CE. 

L'angle 



\ 
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ti'angle ÂBC> exterrie du triangle isoscèle 
tjJSEy devant être égal à la somme des deux in* 
ternes fidEetBÉC (66) qui eux-mêmes sont égaux 
éhtr'eux (46), vous aurez les quatre angles égaux 
ABD , DBG , BCE , BEC ; d'où il suit que CE 
sera parallèle à BD {Go). Ce parallélisme vous four- 
nira la proportion suivante AD:DC=AB:BE(i6o)} 
et comme les lignes BC et BE sont égales en* 
tr'elles, vous aurez /\D:DC=e ABlBC, qui est 
la proportion du théorèipe^ 

T H £ R È M Es 

t^à. JLa ligne Bï)', qui divise en deux ègùr 
tentent V angle externe CBÈ d*un triangle jâBC% 
rencontre la base JIC prolongée dans un point 
t)^ , dont la position est telle , que ses distances 
aux deux extrémités de la base sont encore pro- 
portionnelles aux^ côtés qui comprennent F angle 
contigu de B: de manière qu^on ait AD*lD*C 
^JBlBC. (Fig, 62> ' 

Portez BG sur BA de B en E'i et tirez CE', 
li'angle CBE, externe du triangle isoscèle CBE'^ 
devant être égal à la somme des deux internes 
BCE' et BE'C, qui sont eux-mêmes égaux en»- 
tr'eux, il en résultera les quatre angles égaux 
BE'G, BCES CBD' EBD'; d'où il suit que les 
lignes CE' et BD' seront parallèles entr'elles. 
On en tire la proportion AD'rD'C = AB:BE' ; 
et comme les lignes BG et BE' sont égales en»* 
tr'elles, vous aurez AD' :D'G = AB:BG; ce qui 
est encore la proportion du théorème* 



tniO' 



74 Chap. VI. 

Thiéorème* 

Î73. Lorsque deux triangles ont un angle 
égal, compris entre des côtés proportionnels ^ ils 
sont semblables. 

Je suppose que dans les triangles ABC et 
DEF, les angles A et D soient égaux, et qu'il y 
ait de plus AB:AC=DE:DF. J'en conclus 
que les triangles sont semblables. (Fig. Sg.^ 

L'égalité des angles A et D. permettra de 
transporter le triangle DEF en AGH. Dans cette 
position, vous aurez la proportion ABiAC = 
AG: AH. Vous en conclurrez que les deux lignes 
BC et GH sont parallèles entr'elles. Delà il ré- 
sultera l'égalité des angles externes internes du 
même côté ; ainsi les angles AGH^, B et £ seront 
égaux entr'eux , de même que les angles AHG, 
C et F. Donc les triangles seront semblables. 

Théorème. 

174. Deux triangles ABd DEF sont sem* 
hlables , lorsqu'il existe un rapport constant 
entre chaque côté de F un , et le côté homo* 
logue de l'autre, (Fig. 69 .J 

Je suppose que dans les deux triangles 
ABC, DEF, les rapports AB:DE, ACrDF, 
BC;EF sont égaux entr'eux. J'en conclus que 
les deux triangles sont semblables. 

Faites AG=DE; et AH=DF; et tirez GH. 
De la proportion AG : AB=AH : AC vous con- 
clurez que les lignes BCet GH sont parallèles ( 1 6a); 
et qu'ainsi les tri^^S'^^ kQB. et ABC seront 

sem- 
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semblables entr'eux (i64). Cette ressemblance 
donne la proportion: 

AB : AG = BC : GH, 
ovi AB : DE = BC : GH. 

Mais vous avez par supposition: 

. AB : DE = BC : EF. 

Ainsi les lignes GH et EF , e'tant chacune 
le quatrième terme de la même proportion, 
seront égales entr'elles; d'où il suit que les 
triangles DEF , AGFI seront parfaitement égaux 
entr'eux (4 1 ). Le dernier des deux est essentielle- 
ment seml)lable au triangle ABC , à cause de . 
la position parallèle des lignes BC etGH. Ain- 
si les triangles ABC et DEF seront semblables 
de même , ce qui fait l'objet du théorème 
actueL 

Des trois propositions qui déterminent la res- 
semblance de deux triangles, cette dernière, fondée 
sur ridentité du rapport entre leurs côtés homo^ 
logueç , étoit la plus conforme au principe général 
de ressemblance , établi enr 169 , et d'après lequel il 
faut réellement juger de la ressemblance de deux 
figures et de deux corps quelconques en général. 
X*e xapport constant des côtes est pour les triangles 
semblables , ce que Tégalité des côtés respectifs est 
pour les triangles parfaitement égaux. Les deux 
autres propositions, concernant Tégalité de tous les 
angles respectifs , et l'égalité de deux angles com- 
pris entre des côtés proportionnels, font voir que 
dans les figures semblables en général , l'égalité de 
deux angles équivaut à deux rapports égaux de côtés. 

Dans toutes les proportions, auxquelles la con- 
sidération des triangles semblables nous a conduit, 
le théorème d'arithmétique, concernant l'égalité entre 

les 
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les produits des extrêmes- et des mojens « trouva 
son application. Par-tout où les quatre termes d'une 
proportion sont des lignes ^ les rectangles compril 
entre les extrêmes et les moyens seront égaux 
entr'^ux en surfate; la' surface d'un rectangle étant 
toujours estimée d'après le produit de ses deux cô- 
tés ; et celle d'un parallélogramme , d'après celui de 
la base par la hauteur. 

Théorème. 

fjS. Dans deux triangles semblables^ tels 
que jiBCy DEFy deux lignes quelconques f qui 
ont une position semblable par rapport aux 
autres parties des triangles , sont entr elles dans 
Un rapport qui esh le même que celui des autres 
côtés y opposés aux angles égaux des triangles. 
(Fig. 67.; 

f 

Imaginons dans l'un des deux la ligne 6H| 
partageant le cote' AB au point G , et le côté 
BÇ au point H, l'un et l'autre dans un rap- 
port quelconque. 

Supposons que les cotés DE et EF soient 

Fartages dans les mêmes rapports aux points 
et K; de manière que 

BA : ED = BG : El 
et BC : EF = BH : EK; 

coiiditions nécessaires pour que les lignes Gfl 
et IK ayent la même position dans les deux 
triangles. 

Les triangles étant supposés semblables , les 
rapports BA : ED et BC : EF seront égaux j 
entr eux ; ce qui donne B&tEI = BH : EK. 'j 

I 

Les triangles GBH et lEK auront donc les ' 
angles égaux B et £ ^ compris entre des côté» \ 

pro- ' 
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proportionnels. Donc ils seront semblables 

^ntr'cux ; ce qui établira nécessairement le 

même rapport ^ntre; les lignes GH et IK, 

qu'entre les autres côtés homologues des deux 

triangles. 

Théorème. 

1 76. Lorsque d'un point quelconque^ pris au^* 

dedans ou au- dehors d'un polygone ABCDEFG , 

tel que le point I , on tire des diagonales à* 

tGus les angles du polygone; et que d'une diçt^ 

ffonale à l'autre on mène une ligne parallèle 

OLju côté du polygone qui est compris entre ces 

«fc«a: diagonales ; la suite de ces lignes formera 

^^ ri polygone ahcdefg ^ semblable au polygone 

f^r^posé JBCDEFG. (Fig. 68.; 

En vertu de cette construction , vous aui^z 

îux polygones, composés d'un pareil nqmbre 

d« triangles^ disposés semblablement autour 

^u point I^ et tous semblables déux*à-deux. 

X-iC triangle ÀIB sera semblable à alb ; le tûangle 

^IC sera semblable à bic; le triangle CiD sera 

Semblable à cld etc. 

Les angles internes homologues des deux 
polygones seront égaux entr^ux ; chacun étant 
fa somme de deux autres homologues, et ap- 
|)artenans à des triangles , semblables en tr'eux^ 

Passant ensuite de chaque triangle à Fautre^ 
vous aurez les proportions 

AB .: ab = BI : W y 

Bi : */ = BC : bc 
. BC : *c = a : c/ 

ex X cl =CD \ cd 

CD : crf = DI ; dl 

m : dl =i DE ; de etc. etc. 
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Tous ces rapports étant donc égaux en- 
tr'euK, vous aurez un rapport constant, entre 
deux côtés quelconques homologues , faisant 
partie des circonférences des deux polygones; 
de même qu'entre deux lignes quelconques, 
menées de deux angles homologues quelconques 
au point, commun aux deux polygones. 

De plus, comparant les deux triangles ABC 
et abc , vous trouverez qu'ayant des angles 
égaux compris entre des côtés proportionnels, 
ils doivent. être semblables; et qu'ainsi le rap- 
port constant qui règne entre deux côtés quel- 
conques des contours des deux polygones-, au* 
ra aussi lieu entre les deux diagonales AC et. 
ac. Il en sera de même lorsque vous aurez 
comparé deux autres diagonales quelconques 
homologues BD et bd ; CE et ce ; de même 
qu'entre les diagonales homologues qui sou- 
tendent deux ou plusieurs angles à la fois , 
telles, que AD et ad; AE et ae; B£ et 6e ; et 
ainsi des autres. 

Ainsi donc, d'après la construction énonéée 
dans le théorème, vous aurez deux figures 
semblables dans toutes leurs parties ; et il en 
résultera que deux figures rectilignes seront 
semblables, lorsque moyennant des lignes qui 
partent d'un même point, elles pourront être 
décomposées dans un nombre égal de triangles 
semblables, semblablement placés. 

La position que dans ec théorème nous avons 
assignée aux deux polygones ABCpEFG et abcdefg, 
et qui a donné lieu à la construction du pantogra]>ne, 
est pour les figures semblables ce qu'est la coïnci- 
dence pour les figures parfaitement égales. De 

même 
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même 'que la coïncidence de deux figures prouve 
leur égalité parfaite , de mén:^e deux heures seront 
semblables dans toutes leurs parties , dès qu'il sera 
possible de leur assigner la position concenùnque f 
énoncée dans le théorème précédent. Le. théorème 
auivant nous fera connoitre les condjitions^ sous, les- 
quelles cette position devient possible* 

Théorème. 

177. Toutes les fois qu'il existe entre les lignes 
j^B f BC y et leurs parallèles DE y EF, la pro- 
portion AB\BC'=^DE\EF ^ et qu'on mené les 
lignes jpG , BEGH , CFH , dont les deux 
extrêmes rencontrent celle dû milieu aux points 
G et H; je dis que ces deux points doivent né- 
cessairement coïncider^ et qu ainsi les trois lignes 
ADG , BEGH et CFH concourront vers un seul 
point {Fig. 69.) 

Les triangles ÂGB et D6£ fournissent la 
proportion AB:DE=BG:EG. On tire de même 
des deux triangles semblables BHC et £HF la 
proportion BC:EF=BH:EH. Donc, si les deux 
rapports AB:DE et BC:EF sont égaux entr'eux, 
on aura la proportion BG : EG =; BH : EH , ou 
BiG:BH=EG:EH. Ici la différence des antécé- 
deqs, de tnême que celle des conséquens, est 
la même ligne BÉ. Il faut donc que chaque 
antécédent soit égal à son conséquent. Ainsi 
on aura BG=BH; et EG=EH, d'où il suit 
-que les deux points G et H tomberont l'un 
sur l'autre , et que les trois lignes , menées 
par les points A et D , B et £, C et F, con- 
courront dans un seul point. 

Tnio- 
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Théorème/ 

178. Lorsque les angles internes dun pett 
lygone sont égaux à ceux d'un autre y et qu'il 
existe un rapport constant entre les côtés qui 
les comprennent , les deux polygones seront 
semblables. % 

Les angles des deux polygones étant égaux 
deux à deux , on pourra les disposer de- ma- 
nière que les cotés qui les comprei^nent , 
{soient parallèles entr'eux. Ces méines côjté^ 
étant proportionnels « }e théorèipe précédent 
nous apprend , que ^toutes les lignes , tirées 
p^r leurs angles homologues , concourront d^ny 
un seul point, et qu'ainsi il existe pour ce$ 
devL% polygones une position oOnoeAtriqu^» 
Ponc, ils seront semblables. 

• 

T H ]£ O R È M E^ 

179. Des lignes quelconques^ telles que ^C, 
AD etc. menées du sommet d'un triangle A 
vers sa ha^e , et traversant une ligne quelconque 
DG , parallèle à la hase , divisent en partie^ 
proportionnelles et la base SJ^ et la parallèle DQl 
(Fig. 70.; 

Les triangles semblables qui doivent avoir 
lieu par la supposition , nous fournissent lef 
propositions qui suivent: 

BC ; DE =;= AC ; AE; 
AC ; AE = CD : EF; 
CD î EF = AD ; AF ; 
AD ; AF = DE : FG. 
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Ainsi , les rapports BC:DE , CD:EF , IïE:FG 
étant égaux entr eux , le théorème est démon- 
tré, lequel de plus ne présente qu'un cas paiS 
ticulier de celui de 176. 

Théorème. 

i8o* Les périmètres ou contours de deux 
figures semblables sont entreux dans le même 
rapport que leurs côtés hopwlogues. 

Cela est une application simple et natu- 
relle de la proposition démontrée en Arithmé- 
tique, que s'il y a une suite quelconque de 
rapports égaux entr'eux, la somme des anté- 
cédens est à la somme des conséquens^ comm^ 
un antécédent à son conséquent. 

Théorème. 

181. Lorsque deux triangles ABC et A DE 
ont un angle de commun entreux j tel que A^ 
ils serontj quant à leurs surfaces, dans le rap* 
port composé des côtés qui comprennent cet 
cingle ; cest-à-dire , quon aura : te triangle 
u4BC est au triangle ADE^ comme le produit 
udlBX^C est au produit ADxAE. {Fig. 'ji.J 

Deux triangles quelconques sont entr'eux 
comme les produits de la base de chacun par 
sa hauteur (i46) , eVst-à-dire , qu'ils seront 
dans un rapport, composé de celui de leurs 
bases AC:AE , et de celui de leurs hauteurs 
BGrDF. Les triangles semblables ABG et ADF 
fournissent la proportion BG:DF=:AB: AD (169). 
Le rapport des côtés AB:AI) pouvant donc 
être suostitué à celui des hauteurs BG:DF y 

F les 
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les deux triangles seront entr'eux dans le rap- 
port composé des côtés qui.comprennent l'angle 
commun. 

Théorème. 

i8a. Deux triangles semblables sont entr^eux 
dans le rapport des quarrés de leurs côtés ho* 
mologues. 

Ce grand théorème n'est qu'un cas parti* 
culier du précédent. Les triangles étant sem- 
blables t les deux rapports de côtés qui com- 
prennent les angles égaux , seront égaux 4e 
même. Il arrivera à ce rapport composé ce 
qui arrive à tout produit dont les lactems 
sont égaux entr'eux ; il deviendra rapport des 
quarrés de^ côtés homologues. 

Théorème. 

1 83. Deux polygones semblables sont entr^euss 
dans le rapport des quarrés de leurs côtés ho- 
mologues. 

Les polygones seniblables sont décomposa- ; 
bles en un pareil nombre de triangles , sem« 
blable? eiftr'eux , et dans lesquels le rapport i 
de deux côtés homologues quelconques est àus- ! 
si celui de tous les autres (176). Ainsi chaque 
triangle , faisant partie de Tun , sera à son 
triangle homologue , faisant partie de l'autre, . 
dans le rapport constant des quarrés de deux 
côtés homologues quelconques. La somme djes 
premiers doit être dans le même rapport à la 
somme de tous les autres ; ce qui fournit le 
sujet du théorème. 

Théo. 
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Thiéorèivïe. 

i84» Lorsque deux cordes y telles que AC, 
DE se coupent au-dedans d'un cercle suivant des 
rapports quelconques y le produit des deux seg- 
mens de Vune sera égal au produit des deux 
segmens de F autre, (FigJi 63.^ 

Tirant les lignes DA et CE , .vous aurez , 
tant les angles A et £, que les angles D et C^ 
égaux entr'eux , les uns et les autres étant des 
angles à la circonférence , ^ qui ont lé même 
.arc compris entre leurs côtés (i3i). Il en ré- 
sultera naturellement les triangles semblables 
ABD et BEC , qui fournissent la proportion 
AB:BD=EB:BC (i63). On en tire facilement 
Tégalité des produits^ qui fait l'objet du théo- 
rème. 






' t85. Corollaire. Dans le cas particulier f/T^g*. 
64.J, où l'une des deux cordes DE devient dia- 
mètre du cercle , tandis que l'autre AC la 
coupe à angles droits , cett^ dernière étant 
alors partagée en deux également (na), au 
I lieu du produit des deux segmens de cette 
/ dernière, AB et BC, on aura alors le quarré 
f de Afi ou de BC. Il en résulte le théorème 
suivant , auquel^ious reviendrons dans la suite. 

Théorème. 

1 

ï86. Dans le demi ^ cercle , le quarré de 
toute ligne AB y perpendiculaire au diamètre 
DEj est égal au rectangle corhpris sous les deux 
segmens du diamètre ^ BD et BE. (Fig- 64.^ 

Fa Tnio- 
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Théorème. 

1 87-. Lorsque d'un même point B hors d^un 
cercle il part deux ou plusieurs sécantes , tell& 
que BAC et BED , on aura le même produit, 
en multipliant chacune de ces sécantes par sa 
partie qui est hors du cercle. (Fig^ 65.^ ' 

Tirant les deux cordes AD , £C , on aura 
encore les deux triangles BAD, BEC, équi- 
angles en vertu du théorème allégué dans la 
démonstration précédente ( f 3 1 ). On en tire lapro* 
portion BA:BD=BE:BC (i63) ,^qui fournit na* 
turellement l'égalité , énoncée dans le théorème. 

i88. Corollaire. Supposons que l'une des 
deuix sécantes, BED, vienne à tourner autoaï 
de B ^ jusqu'à ce qu'entièrement située hors 
du cercle , elle devienne tangente , de sécante 
qu'elle étoit. L'intervalle ED ^'évanouira alors; j 
les deux points d'intersection D et E seront 
confondus dans le seul point de contact F; ) 
et à la place** des lignes inégales jusqu'alors , j 
BD et BE , on aura la seule tangente BF. Il 
en résulte le théorème suivant. 
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189. Le quarré de toute tangente y telle que \ 
BFy est égal au rectangle , compris ^ous une ■ 
sécante quelconque qui part dû point B , telle 
que BD , multipliée par sa partie hors du cercle 
BE. (Fig. 65; 

Théorème» 

igo. Si dans un point quelconque B du 
diamètre AC on élève la perpendiculaire indé" 

finie 



Les triangles seivîblables. .85 

finieBGFD y et que de V extrémité du diamètre 
A on mené une ligne quelconque AGH ^ qui 
rencontre cette perpendiculaire en G y et la 
circonférence en H ; le rectangle compris sous 
la cordie entière AH et sa partie AG , sera le 
même pour toutes ces lignes; et il sera égal au 

* froduit du diamètre entier , multiplié par le 
segment AB. (Fig, 66 J 

Menant la, corde AC , oh aura les deux 
triangles ABGetAHC, semblables, parcequ'ils 
ont un angle commun en A, et que déplus ils 
seront rectangles, Tun enB, l'autre en H (iSiz. 
169). Ils fournissent la proportion AC:AHz;=i 
AG:AB. (i63) Egalant les produits des extrêmes 
et des moyens^ ou aura l'égaUté énoncée daiia 
lé théorème. 

191. Corollaire I. La position du point G 
sur la perpendiculaire ^ BGFD ne diminue j)as 
la généralité du théorème. Ce point G se 
trouvant hors du cercle enD, le point H sera 
en E; et les triangles semblables ABD et AEG 
fourniront encore la proportion AC:AE==:AD:AB, . 
Ainsi le rectangle compris sons AD et AE sera ' 
encore ^gal au produit du diamètre AC, mul- 
tiplié par Je segmeut AB. 

19a. Corollaire \1. Dans là même suppo- 
îition, la ligne AGtï pourra être dirigée vers 
? ; les deux points G et H serpnt alors confon- 
lus dans le seul point F; les deux lignes AG 
ît AH deviendront égales, et à la place de 
eur produit, on aura le quarré de AF. Il en 
•ésultera un théorème fertile en conséquences, 
me nous nous contenterons d'énoncer ici, 

par- 
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{)arceque nous aurons occasion d'y revenir par 
a suite. 

Théorème. 

195. Si iVun point quelconque F de la 
circonférence y on abaisse sur le diamètre jéÇ 
la perpendiculaire FB, le quarré de la corde 
AF sera égal au produit du diamètre AC y multU 
plié par le segment correspondant AB. (Fig^ 66.J 



I " 



Théorème» 

194. Lorsque la position des points P et Q ' 
sur le diamètre BCAQ est telle quUl jr. att la 
proportion CPlCA = CA\CQ : les deux lignes 
PM et MQ seront entr elles dans un rapport 
. constant , pour tous les points M de la demi- 
circonférence de cercle. {Fig. ya.^ 

Ayant par supposition CP:CA=CA:CQ,. vous 
aurez aussi CP:CM==CM:CQ , à cause de 'CA= 
CM. Les deux triangles CPM et CMQ, ayant 
l'angle commun C compris entre des côtés pro- 
portionnels , CP et CM d'une part, CM et CQ 
de l'autre, seront donc semblables (ijS); ce 
qui fournit pour les troisièmes côtés la pro- 
portion PM:MQ=CP:CM ou CP:CA. Le rap- 
port de PM : MQ sera donc entièrement indé- 
pendant de la position du point M sur le de- 
mi-cercle, étant le même que le rapport con- 
stant CP:CA. 



Le point M étant pris en A ou en B , le 
rapport PM:MQ sera dans le premier cas celui 
de AP:AQ; dans l'autre, ce sera celui BP:BQ. 

La 
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Lia généralité démontrée du théorème fournira 
donc les deux proportiolis qui suivent: 

AP:AQ=CP:CA. 
BP:BQ=CP;CA. 

Ce sont les deux proportions qu'on retire en 
^ffet de la proportion supposée 

CP:CA=CA:CQ; 

en prenant^ dans celle-ci, premièrement les 
différences des antécédens et des conséquents^ 
ensuite les sommes des antécédents et des con- 
séquents, et en égalant leur rapport à celui 
d^un antécédent à son conséquent. 

Théorème. 

• 

195. Dans tout quadrilatère inscrit au cercle 
"^ABCD^ le produit des deux diagonales AC y, BD 
est égal à la somme des produits des deux cô- 
tés opposés^ savoir .AB X CD^ et Ali X BC. 
(Fig. 73.) 

Tirez la ligne BE ^ qui fasse avec AB l'angle 
ABE égal à l'angle DBC ; d'où il suit que 
l'angle ABD sera aussi égal à l'angle EBC. 

Les triangles AEB et DCB, semblables à 
eause de l'égalité de leurs angles homologues ( 1 3 1), 
donnent la proportion AE:AB = DC:DB; d'où 
l'on tire ABxCD=AExBD. 

Les triangles CEB et DAB, semblables par 
la même raison, fourniront cette* autre pro- 
portion CE : CB = DA : DB ; d'où l'on tire 
ADxBC = CExBD. 

La 



/ 

4 






88 Chap. VI. 

La soimme des deux produits ABxCD et 
AD X BC sera donc égale à celle jles deur pro 
duits AExBD et CExBD ; laquelle, ayant le 
facteur commun BD , et la somme des deux 
autres AEetCE égale à AG, ne sera réellement 
autre chose que le produit des deux diago« 
nales ACxBD. 

1 

Un théorème analogue, maïs plus difficile, nous 
.apprend à déterminer le rapport entre les deux dia- 
gonales d'un quadrilatère inscrit au cercle, dont les 
CÔ^és sont donnés. Chacune des deux diagomles 
sera proportionnelle à la somme des produits des tfô- 
tes gui aboutissent h ses extrémités. Nous en sup- 
primons la démonstration , parceque des secouri 
analytiques y conduisent bien plus directement, ain- 
si qu'^ une infinité d'autres théorèmes, inaccessible! 
aux démonstrations de la. Géométrie ordinaire. 

Problême. 

196. JJiviser une ligne droite donnée en un 
nombre quelconque de parties , qui soient entr elles 
dans des rapports donnés, (J^ig> 58.) 

Soit AC la ligne donnée. Soient AH, HF, FD, 
DB quatre autres lignes qui expriment le rapport 
mutuel des parties dans lesquelles la ligne AG doit 
être divisée. 

Sous un angle pris à volonté, joignez \ la ligne 
AC la ligne indéfinie AB, et portez sur cette der- 
nière, en mettant Tune à côte de l'autre, la suite 
de lignes qui expriment le rapport mutuel des par- 
ties de AC ; joignez les points extrêmes B et C; et 
par les pointw^ H, F, D etc. tirez les lignés Hl, FG, 
D£ etc. parallèles \ BC. 

La ligne donnée AC se trouvera divisée aux 
points I, G, £, dans le rapport des lignes données 
AH, HF, FD, DB. (161.) 

Pro- 
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197. Construire géométriquement la règle de 
trois 9 c^est^h^dire f étant données trois lignes quel- 
conques que nous désignerons par A ^ a , et N, trou^ 
%?er une quatrième -proportionnelle n, telle que Vaw 
tecedent A soit h son conséquent a, comme N est 
2i n. {Fi g. 73.) 

Sous un angle quelconque , joignez les deux 
lignes indéfinies SX et SY. Du sommet S , portez 
sur la première SX TantécédentA et le conséquent 
€t y de S en A^ et de S en a\ portez de même sur 
la seconde SY, le troisième N, de S en N. Tirez 
JiN f et menez lui par le point a la parallèle an, 

La ligne Su sera la quatrième proportionnelle 
demandée. Car les triangles semblables donneiont 
SA:Sa=N:w. (161.) 

Problème. 

198. Construire géométriquement la règle de 
cinq ; ou hien^ étant données cinq lignes quelconques^ 
ifue nous désignerons par A ^ B , a , b , iV", on de-- 
mande une sixième n , telle que le produit des anté' 
cédens A>(^B soit au produit des conséquens aXb-, 
coi^me la cinquième N est a cette sixième n. (jFlg. 74*) 

Sous un angle quelconque, joignez les droites 
indéfinies SX, SY. Portez sur la première tous les 
antécédens et tous les conséquens, du sommet S en 
A, en B, en «, et en ^; chacune de ces lignes 
étant supposée aboutir dans la figure jusqu'au point. 
où se trouve la lettre qui la désigne dans renoncé- 
du problème. Portez de même sur Tautre SY, le 
cinquième terme 'de la proportion; savoir, la ligne 
N , de S en N. 

Cela étant , joignez AN , et menez lui par a , 
la parallèle aG. 

Joignez BG , t% menez lui par h la parallèle hn. 

Je 
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Je dis que Sn sera la sixième proportionnelle 
demandée. 

Car les parallèles AN et aG fournissent d'abord la 
proportion, A*a=NcSG. 

Les parallèles BG et hn d,onuent ensuite, Bl£= 
SG1S72 (161). Multipliant les deux proportions d^s 
Tordre des termes, il en résultera 

AB : tf^ = N : Sif. 

La ligne S/i sera donc la sixième proportionnelle 
qu'on demandoit. 

Problème. 

199. Construire géométriquement la règle de 
sept^ c'est-à-dire j étant données sept lignes quel' 
conques^ que nous désignerons par A^ B, Cj a« b, c, 
et JV^ on demande une huitième^ telle que le pro- 
duit des antécédens ABC soit au produit des cou" 
séquens abc, comme la septième N est h cette huit" 
ième, {Fig, 75.) 

Sous un angle quelconque, joignez les lignes 
indéfinies SX, SY, Du sommet S portez sur la 
première SX tous les termes antécédens , de même 
que tous les cônséquens , A,B,C,fl,^^c, cha- 
cune jusqu'au point où se trouve la lettre qui la 
désigne. Portez de même la septième des données 
N sur la seconde SY. Cela étant : 

Joignez AN , et menez lui la parallèle aO, 
Joignez BG, et menez lui la parallèle bH. Joignez 
enfin CH, et menez lui la parallèle en. Elle sera 
la huitième proportionnelle que vous demandiez. 

Car vous tirez successivement de ces parallèles 
les proportions suivantes (161): 



A 
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: SG 
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SG 


: SH 
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SH 
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En muUipIlinit les trois proportions , et en sup- 
primant les facteurs égaux de part et d'autre, vous 
aurez ABCl a3^; = N I Su. La ligne Sn est donc la 
huitième proportionnelle qu'on demandoit. 

P R O B L :ê M E. 

flôo. Construire géométriquement la règle de 
neuf ; ou , connoissant neuf lignes quelconques , ^que 
nous désignerons par A^ !«, C, Z>, a, b, c^ d, et 
N ^ trouver une dixième f telle que le produit des 
quatre antécédens ABCD soit au produit des 

ratre conséquens ahcd ^ comme la neuvième N est 
la dixième qu*on demande. {Fig, 76.) 

Joignez sous un angle quelconque les deux 
lignes quelconques SX et SY. Portez sur la pre- 
mière SX, /à partir du sommet S, les quatre anté- 
cédens de même que les quatre conséquens ; chacune 
jusqu'il l'endroit où se trouve la lettre qui la dé- 
signe dans l'énoncé du problème. Portez de même 
sur Tâutré SY la neuvième de ces données N* Cela 
étant: 1 

Tirez AN, et menez lui la parallèle aG, Tirez 
BG, et menez lui la parallèle ^H. Tirez CH, et 
znenez lui la parallèle cl. Tirez DI, et menez lui 
la parallèle dn. La ligne Sn sera la neuvième pro- 
portionnelle que vous demandiez. 

Les parallèles fourniront les proportions' qui 
suivent (161) : 

.A : « = N : SG 
B : * = SG : SH 
c : ir = SH : SI 
D : ^ = SI : s«. 

£n multipliant ces quatre proportions dans 
Tordre , vous aurez 

. ABCD : abcd = N : S/i. 

La ligne Sn sera donc celle que vous demandiez. 

On continuera de même quelque soit le nombre 
des lignes proposées. Comme le problème dont 

nous 
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blême dont nous venons de donQcr une solution 
très-généralè , est la base de la plûpait des con- 
structions géométriques, î*ai cru devoir m'y arrêter 
particulièrement. 

Problème. 

SOI. £t€fnt donné r^ngle <S, et la position du 
point A^ tirer par ce point la ligne CD, comprise 
entre les côtés de l* angle , de manière que la partie 
AD soit 'à la partie AC ^ dans le rapport donné 

M:N. {Fig. rjrj.) 

Par A menez AB , parallèle au côté CD de 
Tangle donné. Déterminez BC .'de manière qu*il y 
ait M:N=SB;BC (197) ; la ligne CAD sera celle 
que vous demandiez. 

Probliême. 

ï20fi. Trouver une moyenne proportionnelle entre 
deux lignes données A , É. {Fig, 64.) 

Sur une ligne indéfinie quelconque , prenez BD 
égale £L A, et BE égale ^ B. Partagez DE en deux 
également; et du point de milieu comme centre, 
avec un rayon égal a la moitié de DE, décrivez le 
demi-cercle DAE. Elevez en B la perpendiculaire 
BA. Elle sera la moyenne proportionnelle demandée. 

Car le quarré de cette ligne BA sera égal au 
produit BDxAE (186). On aura donc BD:AJÎ= 
ABiBE ; ainsi AB sera moyenne proportionnelle 
entre les deux lignes données A et B. 

I, Problême, 

2o3. Étant donné un rectangle , ou un parallé-- 
lograinme , ou un triangle , trouver le coté d*un 
quarré qui lui est égal en surface» 

En cas de rectangle , cherchez par le problème 
précédent, une moyenne proportionnelle entre les 
côtés du rectangle (202). 

En 
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En cas de parallélogramme', cherchçz une mo- 
yenne proportionnelle entre la base et la hauteur 
du pamlélogramme (âost). 

En cas de triangle, cherchez une moyenne pro- 
portionnelle entre la base et U moitié de la hau-* 
leur, ou bien entre la hauteur et la moitié de la 

base du triangle (202). 

< 

Dans les trois cas, la mojçnne proportionnelle 
aue vous aurez trouvée , sera le côté du quarré , 
égal à la figure proposée. 

Problème. 

Û04. Étant donne un polygone quelconques trou* 
per le côté d*un quarre qui lui est égal en surface* 

Commencez par transformer le polygone en un 
triangle de surface égale (i57). Ensuite, cherchez 
une moyenne proportionnelle entre la hauteur et la 
moitié de la base (fioâ) ; et ie problème sera résolu. 

P R O B L Ê M E. 

i 

ao5. Transformer, un quarre proposé en Ain 
rectangle tel y que la somme de ses côtés soit égale 
h une ligne donnée , telle que DE. (^'V* ^40 

Partagez en deux également Ifi ligne D£. Du 
xnîlieu de cette ligne comme centre^ avec un rayon 
égal à sa. moitié, décrivez le demi-cercle DAE, qui 
' aura pour diamètre la ligne DE, somme des deux 
côtés du rectangle qu'on demande. A une distance 
égale au côté du quarre proposé, menez avec DE 
une parallèle, qui coupera la circonférence du demi- 
cercle en deux points , dont un sera A. Abaissez 
la perpendiculaire AB ; les lignes BD et BE seront 
les côtés du rectangle qu'on demandoit. 

Car leur somme sera égale au diamètre DE, 
d'après la construction. Leur produit sera donc 
égal au quarre deAB, qui est le quarre propo34i(i86). 

Pro- 
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So6. Transformer un quarré proposé en 

* rectangle, tel que la êUj-férence de ses côtés sqïc 

égale à une ligne donnée, telle que G H. (Fi g, 65.)" 

Sur une ligne IF, égale à la moitié de cette 
différence, élevez la perpendiculaire FB , égale au 
côté du quarré proposé. Du centre I, avec le rayon 
IF, décrivez le demi-cercle GFfl, qui coupla dans 
les deux points G et H, la ligne tirée par B et I- 
Les lignes BG et BH seront les côtés du rectangles 
qu'on demandoit. ^ 

Car en vertu de la construction, leur dlfférenc^^ 
est égaie -à la li^ne donnée GH. Ensuite , Tune à^^ 
deux étant la sécante entière , l'autre la partie de 1^ 
sécante qui est hors du cercle, leur produit* ser^ 
égal au quarré de la tangente BF, qui est le côt^ 
du quarré proposé (189). > 

ê 

\ 

CHAPITRE SEPTIEME. 

LE THÉORÈME DE PYTHAGORE. 



207. L'objet de tout ce chapitre étant le 
triangle rectangle, nons avertissons que nous 
donnerons le nom de côtés , à ceux qui com- 
prennent l'angle droit B du triangle , . savoir 
AB et BC ; et que nous réserverons celui 
d'hypoténuse pour le côté AC , qui est op- 
posé à l'angle droit, (Fig. 80 J 

^^eplus, abaissant du sommet B de l'angle 
droit une perpendiculaire BI sur l'hypoténuse, 
nous, donnerons le nom de segmens aux deux 

par- 



Le TniÉORiME de Pythagore. 



97 



ît BC est moyen proportionnel entre Vhypoté- 
nuse entière et le segment correspondant; et 
qu'ainsi le quarré de chaque côté est égal au^ 
rectangle compris entre ces deux lignes : ce 
qui constitue proprement le théorème de Py- 
thagore, (iqS) 

Les mêmes proportions mènent naturelle** 
ment à ce qui rait proprement l'objet du théo- 
rème de Pythagore. Car les quarrés des côtés 
étant respectivement égaux aux rectangles com- 
pris entre l'hypoténuse entière et les segmens 
correspondans , on aura donc (Figi %o) le ^ 
quarré de AB égal au rectangle AHKIj et le 
quarré de BC égal au rectangle CLKI ; ainsi 
la somme des deux quarrés sera égale au quarré 
eatier de l'hypoténuse. 

A cette démonstration, fondée sur les triangles 
semblables, nous joindrons les deux qui suivent ^ 
^ont l'une est respectable par son antiquité, et dont 
^Hutre se fait remarquer par son élégance* 

Première Démonstration, 

\ 

tirée d*Euclide , Livre I. prop. 47. 

Ayant construit ^sur chacun des trois côtés du 
triangle ABC le quarré qui lui appartient, savoir, 
le quarré ABED sur AB , le quarré BCGF sur BC, 
et le quarré ACLH sur AC, abaissez sur l'hypoté- 
nuse AC la perpendiculaire BI, laquelle étant pro* 
longée , divisera le quarré de l'hypoténuse en deux 
rectangles, savoir AIKH, et CIKL. Ensuite, tiret 
les quatre lignes droites CD, AG^ BH et BL. 

Cela étant, comparez entr'eux le quarré ABED' 
et le rectangle AIKH Le premier , étant posé sur 
AD comme base, sera compris entre les parallèles 
AD et C£: il sera donc le double du triangle DAC. 

G qui ^ 
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qui tijant cette même base, est compris entre lei 
mêmes parallèles (146). L'autre, étant posé sur AH 
comme. base, sera compris entre les parallèles AU 
^t BIK; il sera donc le double du triangle BAH, 
qui ayant cette même base, est compris entre les 
mémes^ parallèles (146). Mais comparant entr*enx 
les triangles DAG et BAH, vous y trouverez le» 
côtes égaux AD et AB, les côtés égaux AC et Aii^ 
et les angles qu'ils comprennent DAC et fi AS 
égaux entr'eux , étant composés Vwn et l'autre de 
l'angle A et d'un angle droit. Ainsi , ces deux 
triangles étant égaux entr*eux (42) , le quan-é 
ABËD et . le rectangle AIKH , seront égaux de 
même. 

Comparez de même le quarré BC6F au rect- 
angle CIKL. Le premier , posé s^ur la base C6, 
sera compris entre les parallèles CG et AF ; il sera 
clone le double du triangle GCA ; lequel placé sur 
la même base, est compris entre les mêmes parai* 
lèles (146). L'autre, étant posé sur la base CL» 
sera compris entre les parallèles CL et BIK; il sera 
donc le double du triangle LCB, lequel placé sur 
la même base, sera compris entre les mêmes pa- 
rallèles (146). Considérant ensuite les deux triangle» 
GCA et BCL , vous y trouverez les côtés CG et 
BC , égaux entr'eux ; les côtés AC et CL , égaux de 
même ; enfin \es angles GCA et BCL^ égaux en- 
tr'eux , étant composés Tun et l'autre de l'angle C 
et d'un angle droit. Ainsi, ces deux triangles étant 
égaux entr'eux ( 42 ) ,^ le quarré BCGF et le rêa- 
angle CIKL 9 seront égaux de même. 

Il est donc prouvé que le quarré de chaque côté 
est égal au rectangle compris sous l'hypoténuse en*» 
tière et lé segment correspondant. Mais ces deux 
rectangles font ensemble ^^ quarré de l'hypoténuse 
AÇ. A\nsi le quarré Ae l'hypoténuse est égal à la 
^«toc dc9 quarré^ 4^^ ^^ux côtés. 
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Seconde Démonstration 

tiret de la Géométrie de Clairaut. 

' Le triangle rectangle ABC étant encore celai 
du théorème , élevez sut le côté AB , mais en de- 
dans du triangle , le quarré de ce côté ABDE. Por- 
tez l'autre côté BC de D en F, et sur DF élevez, 
en dedans du triangle , le quarré de 'ce côté DFLG. 
Portez ce même côté de £ en H, et joignez les 
points A , H , L , C , par les lîgnesr AH , LH , et 
CL. Il est visible que par cette construction vous 
aurez les trois triangles rectangles CFL , HGL 9 
AEH , parfaitement égaux au triangle primitif ABC. 
De plus les hypoténuses de ces quatre triangles , ' 
AC, CL, AH et HL, qui se joignent sous des 
9ngles droits y formeront le quarré dé l'hypoténuse 
ACLH. 

Ces quatre triangles intercepteront entr'eux un 

pentagone irrégulier ACLG£, formant un angle 

àroit et rentrant en E ; deux angles droits saillans 

cq C et G ; et deux angles aigus len A et L , égaux 

^ ceux du .triangle primitif ABC. Ce pentagone fait 

avec les deux triangles AEH et HGL , le quarré de 

l'hypoténuse AQLH; et avec les deux autres ABC 

et CFL la figure ABFLGE, visiblement composée 

des quarrés des. deux côtés ABDE et. DFLG. Le 

quarré de Thypoténuse est donc égal à la somme 

des quarrés des deux côtés. 

Pour prouver l'égalité entre chacun de ces deux 
quarrés et le rectangle correspondant, tirez la droite 
filGK, qui sera parallèle aux deux côtés AH et 
CL; et perpendiculaire sur AC et HL. 

Le parallélogramme ABGH est égal au Quarré 
ABDE^ placé sur la même base AB, et compris 
entre les mêmes parallèles AB. et OH (i5o). Il est 
aussi égal au rectangle AIKH, placé sur là même 
base AH, et compris entre les mêmes parallèles 
AH et BK (i5o). Le quarré du côté AB est donc 
égal au rectangle AIKH* 

G a L^ 
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Le parallélogramme CB6L est égal au quarré 
DFGL , étant placé sur la même base 6L, et com- 
pris entre les mêmes parallèles GL et fiF (i5o). il 
est encore égal au rectangle CIKL^ étant placé sur 
la même base CL, et compris entre les mêmes pa- 
rallèles CL et BK (i5o). Le quarré du côté BC eH 
donc égal au rectangle CIKL. 

Ainsi le quarré de chaque côté est égal au rect- 
angle compris sous l'hypoténuse entière et le sejf- 
ment correspondant. 

Théorème*. 

209. Le quarré de toute ligne composée 
de deux parties y contient ^ les quarrés de cKa- 
cune de ces deux parties , plus deux fois & 
rectangle formé par elles. (Fig. 80. a.) 

Sur .la ligne AB, composée des deux par- 
ties AC et BC, élevez le quarré ABHG ; faites 
AD égale à AC, et par les points C et E me- 
nez les. lignes CFI , DFE, parallèles aux côt^ 
du quarré. 

Le quadrilatère ABHG ou le quarré deAB^ 
comprendra donc, premièrement y le quadrila* 
tère ACFD, ou le quarré de AC. Seconde- \ 
ment y le quadrilatère FEHI , ou le quarré de 
BC. Troisièmement y les deux rectangles égaux 
BEFC et DFIG, formés par les côtés BE et 
BC , DF et DG, qui sont égaux aux lignes ! 
AC et BC. Ce théorème peut être énoncé j 
avec une généralité beaucoup plus grande, de ' 
la manière qui suit. 

Théorème. 

I 

210. Le quarré de toute ligne , composée 
d^un nombre quelconque de parties , contient 

tous 
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ms les quarrés élevés sur chacune de ces par^ 
es prises séparément y ,plus deux fois chacun 
es rectangles qu'on peut former , en les corn- 
inant deux à deux. (Fig. 80. b.) 

Sur la ligne 9 composée des trois* parties 
^C , CD , BD , élevez le quarré ABCN ; faites 
VE égale à AC , AI égale à AD , et par les 
)oints C , D , E , I menez les lignes CGLP , 
)HMQ , EGHF , ILMR , parallèles aux coté^ 
u quarré. 



Par cette construction , le quadrilatère 
BCN, ou le quarré de AB, sera composé des 
îrties suivantes : Premièrement : le quarré 
CGE ; c'est celui de AC. Secondement: le 
-larré GHML ; c'est celui de CD. Troisième- 
ent\ le quarré MKOQ ; c'est celui de BD. 
uatrièmementi les deux rectangles égaux CDïIG 
: EILG: ils ont chacun pour ses deux côtés 
s parties AC et CD. Cinquièmement: les 
eux rectangles égaux BDHF et NIPL : ils ont 
»our côtés les lignes AC et BD. Sixièmement: 
es deux rectangles égaux FHMK et PQMt : 
Is ont pour côtés- les •jpa^'ties CD, BD. 

La construction et la démonstration étant 
pplicables à tel nombre de parties qu'on vou- 
ra supposer , le théorème est généralement 
émontré. 

Thiêorème. 

ai T. Le quarré de toute ligne qui exprime 
i différence de deux autres lignes , comprend 
s quarrés de chacune de ces deux lignes , 

moins 
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moins deux fois le rectangle formé par elles* 
(Fig. 80. a.) / 

Sur la ligne AC,/ qui exprime la dififércnce ^ 
des deux lignes AB et BC, élevez lé quarré 
ACFD. Élevez aussi sur AB , la plus grande 
des deux, le quarré ÂBHG ; et prolongez les 
lignes CF , DF jusqu'en 1 et en E. 

Cela étant, on voit que si du quadrilatère 
ABHG on veut parvenir au quadrilatère ACFD, 
il faudra ôter du premier , premièrement , le 
rectangle DEHG ; il restera le rectangle ABED. 
Secondement: il faut ajouter à ce dernier le 
quadrilatère EFÏH : il en résultera la figure 

' ABHIFD , composée du quarré ACFD et du 
rectangle BCIH. Troisièmement : on en ôtera 

' le rectangle BCIH ; il restera alors le quadrila- 
tère ACFD. 

Of il est visible que les trois quadrilatère^ 
ABHG, EFIH, ACFD sont les quarrés des 
trois lignes AB, BC et AC. On voit de mém^ 
que les deux rectangles DEHG et BCIH saïi*^ 
égaux entr'eux , et que chacun d'eux est coïï*' 
pris sous les lignes AB et BC. Donc le quaï*' 
ré de AC comprend ceux des deux lignes Aï 
et BC, moins deux fois le rectangle ABxBC - 
A ce qui fait l'énoncé du théorème» 

Théorème. 

a Ta. La différence des quarrés de deux 
lignes est égale au rectangle compris sous la 
somme et sous la différence de ces lignes, (Fig. 
80. c.) 

Ayant 
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Ayant fait BC=BD, supposons que ^B, e% 
BC ou BD soient les deux lignes en question^ 
ayant AD pour sommç et AC pour différence. 
Sur AB élevez le quarré ABLI ; faites AE égale 
à AC; par les points C et £ menez les lignei 
CGR et FGE, parallèles aux côtés du quarré, et 
achevez le rectangle ADHE. Cela étant: 

La différence des quarrés ABU et GFtK,^ 
qyi sont ceux des lignes AB et BC , constitua 
la figure ABFGKI, composée des deux rect- 
angles ABFE et EGKI. Remplacez le rectangle 
EGRI par le rectangle BDHF qui lui est visi- 
blement égal , vous aurez le rectangle ADHE , 
équivalent à la différence des quarrés des deuit 
ignés AB et BC , et compris sous les côtés 
lD et DH, dont la première AD est la somme 
!es lignes AB et BC, et dont l'autre DU, égale 
AC , exprime leur différence : ce qui est 
xactement l'énoncé du théorème. 

Théorème. 

aï 3. Dans tout triangle ABC qui a un 
^gle obtus en B j le quarré du côté j4C , op- 
<^sé à . V angle obtus , est plus grand que la 
^fnme des quarrés des autres côtés AB et AC* 
't pour trouver V excès du quarré de AC sur 
^ somme des deux autres ^ prolongez Vun des 
\^ux côtés BC au delà de B, et abaissez du 
orrimet A la perpendiculaire AF. Cet excès 
'xlors sera égal à deux fc\is le rectangle , com- 
pris entre la base BC, et le prolongement BF; 
de manière que le quarré de AC sera égal à^ 
la somme des quarrés des deuJc côtés AB et BCf 

plus 
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plus deux fois le rectangle compris entre BC 
etBF. (Fig. 8a.) 

Elevez sur A F et CF les quartes AFED et 
CFKM. Tirez Bt, perpendiculaire sur CF; et 
après avoir fait GK ou MI égal à BF, tirez GI. 

Le quarré de A G est égal à la somme des 
quarrés de AF et de CF, ces deux lignes étant 
les côtés du triangle rectangle AFC , dont AC 
est l'hypoténuse. (208; Le quarré de AC est 
donc égal à la somme des parties suivantes : 
j. le quarré de AF, qui est 'AFED. a. Le 

3uarré de BF qui est GHKL. 3. Le quarré 
e BC, ou BClHs 4« Les deux rectangles 
BHGF et HIML, égaux entr'eux, et ayant pour 
côtés le côté BC et le prolongement BF (aog)* 

Or les deux quarrés de AF et de BF font 
ensemble le quarré de AB (208). Le quarré 
de AC est donc égal aux deux quarrés de AB 
et de BC , plus deux fois le rectangle compris 
entre le côté BC et le prolongement BF. 

2f4. Corollaire I. Au lieu de prolonger le 
côté BD , et d'abaisser la perpendiculaire AF , 
on pouvoit aussi prolonger le côté AB , et 
abaisser la perpendiculaire CN. Le quarré de 
AC auroit été égal alors, à. la somme des deux 
quarrés des côtés AB et BC, plus deux fois le 
rectangle , compris entre AB et BN. 

Les deux produits ou rectangles BCxBF 
et ABxBN sont en effet égaux entr'eux. On 
le voit par les triangles semblables BFA et Bl^C, 
qui fournissent la proportion AB:BF=BC:BN; 

d'où 



/ «^ .- » • lu Tii '■"ïiJlii II P- •■! ^^ '^■^••' 



Le THioBinE de Ptthagore. 



'io5 



d'où l'on tire facilement régalité ides deux pro- 
duits BCxBF et ABxBN. 

ai 5. Corollaire IL Donc, ôtant du quarré 
de AC, la somme des quarrés de AB et de 
BC , il restera le double produit de ABxBN, 
pu de BCxBF. 

a 16. Corollaire IIL Ainsi , divisant ce reste 
par 2 BC, on aura BF. Divisant ce même 
reste par a AB, on connpîtra BN. Ce tbëo* 
rème nous apprend donc à déterminer dans 
tout triangle, la position de la perpendiculaire, 
-abaissée d'un angle quelconque sûr la base 
opposée. 

ai 7. Dans tout triangle jÉBC^ le quarré 
d'un côté AC opposé à un an^le aigu B , est 
moindre que la somme des quarrés des deux 
autres côtés AB et AC. Et pour trouver Vex- 
ces de cette somme sur le quarré de AC, il 
faut abaisser la perpendiculaire A F. Cet excès 
alors sera égal à deux fois le produit de la 
base BC par le segment BF. (Fig, 83.^ 

' Ayant construit sur AF et sur BC les quar- 
rés de ces côtés; ayant tiré de plus les lignes 
AFG et LKM, telles que LH ou MI soit égale 
à BF, le quarré de la ligne AC, comme hy- 
poténuse du triangle rectangle AFC, sera égal 
aux quarrés de AF et CF (208). Il sera donc 
composé des parties suivantes : i. le quarré 
de AF. 2. Le quarré de BC. 3. Il laudra 
ôter de ce dernier quarré les deux rectangles 
égaux BFGH et IHLM. Mais comme par cette 

sous- 
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soustraction , on aura ôté deux fois le . quarfe 
de BF, qui est GHLK, il faudra 4* ajouter à ce 
reste une fois ce dernier quarré , lequel fait 
avec celui de AF, le quarré de AB (an). 

Le quarré du coté AC est donc égal à la 
somme des quarrés des deux côtés ÂB et 'BC> 
moins deux fois le rectangle BCxBF, confor- 
mément à renoncé du théorème. 

ai 8. Corollaire /. Le théorème jqous ap- 
prend doncj dans le cas d'un angle aigu comme 
dans celui d'un angle obtus y à déterminer la 
position de la perpendiculaire y lorsque les 
trois côtés d*un triangle sont donnés. Seule- 
ment il. faut, que dans le cas d'un angle ob- 
tus, la perpendiculaire tombe au delà de la 
base; et que dans le cas d'un angle aigu, elle 
tombe entre les deux extrémités de la base; et 
qu'ainsi la ligne BF soit prise dans des sens 
contraires dans les deux cas. 

219. Corollaire IL Les deux théorèmes 
nous apprennent enfin, que l'inverse du théo- 
rème de Pythagore est également vraie-, et 
qu'un triangle doit être nécessairement rec- 
tangle , dès que le quarré d'un de ses côtés 
est égal à la somme des quarrés des deux autres. 

Théorème. 

220. DanÉ. tout parallélogramme ABCD , 
ta sommée des quarrés des deux diagonales AD 
et BCj est égale à celle des quarrés des quatre 
côtés AB, CD y ACy BD. (Fig. 85.; 

Le 
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Le triangle BDC ayant un angle obtus en 
D , le quarré de la diagonale BC sera égal à 
la somme des quarrés de BD et CD, plus deux 
fois le produit CDxDG (21 3). 

Le triangle ACD ayant un angle aigu enC, 
le quarré de la diagonale AD sera égal à la 
somme des quarrés de AC et CD, moins deux 
fois le produit CDxCF (217). 

Mais les lignes CF et DG étant égales en- 
tr'elles , à cause des triangles parfaitement 
égaux AFC et BGD, (43) les produits CDXDG 
et CD X CF le seront aussi ; et ainsi étant ajou- 
tés et retranchés en même tems , ils ne laisse- 
ront aucun résultat. Les quarrés des deux 
diagonales feront donc une somme égale à ceux 
des quatre côtés du parallélogramme. 

- ThIÈOR è ME. 

aa I . Lorsque de différente points By C, Z), 
jE d'un demi-cercle on abaisse les perpendicu- 
laires BFy CG , DHy El sur le diamètre AK, 
les quarrés de toutes ces cordes sont. entr eux 
comme les segmens correspondans du diamètre; 
c^est'à'dire*, comme les lignes AF^JG^AH^ Al. 

{Fig. 84.; 

Tirant les lignes BK, CK, DK, ER, à 
l'autre extrémité du diamètre K, il en résul- 
tera les triangles rectangles ABR, ACR, ADR, 
AER , qui auront tous l'hypoténuse commune 
AR. Ainsi les quarrés des cordes AB, AC, AD, 
AE , étant égaux à des produits , qui tous au- 
ront le facteur commun >»AR , les facteurs in- 
égaux étant précisément les segmens AF, AG, 

AH, 
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AH, AI, conformément au théorème de Pjr* 
thagore < ces quarrés seront entr'eux dans les 
rapports de ces mêmes segmens AF, AG, AH, AI. 

aaa. Corollaire. Ainsi donc , réciproque- 
ment, les cordes AB, AC, AD etc. sont en- 
tr'elles comme les racines quarrées des segmens 
, correspondans du diamètre. 

Remarque générale. 

aa3. Le théorème de Pythagore n*a été 
démontré que pour les quarrés. Cependant il 
€$t susceptible d'une généralité beaucoup plus 
grande , ayant lieu pour toutes les figures 
semblables, construites sur leurs cotés homo- 
logues. Des figures semblables quelconques , 
se trouvant dans le même rapport entr'elles 
que les quarrés de leurs côtés homologues ( 1 83) 
sont soumises dans tous les rapports qui existent 
entr elles , aux mêmes loix qui ont été dé- 
montrées pour les quarrés. 

Ainsi , de trois figures semblables , qui au- 
ront pour côtés homologues l'hypoténuse et 
les deux dotés d'un triangle rectangle , la pre- 
mière est égale à la somme des deux autres* 

De même, ayant deux ou plusieurs figures 
semblables , qui ont poujr côtés homologues 
les cordes AB , AC , AD etc. d'un demi-cercle, 
ces figures seront entr'elles comme les seg- 
mens correspondans du diamètre AF, AG , 
AH etc. 

C'est ici le lieu de parler de la lunule d'Hippo^ 
crate de Chiosj ancien Géomètre Grèc^ et élève de 
Pytliagore. 

Con- 
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Construisant sur chacun des trois côtés d'un 
triangle Y^ciangte ABC» un demi-cercle, il suit de 
la remarque précédente, que le demi-cercle construit 
sur l'hypoténuse AC, et dont la circonférence pas- 
sera par le sommet B de l'angle droit, sera égal à 
la somme des deux, autres , construits sur les côtés 
AB et BC. Otant fie part et d'autre les segmens 
de cercle M et N, il restera d'un côté le triangle 
rectangle ABC , de l'autre les deux lunules K et L , 
dont par conséquent la somme sera égale au triangle 
rectangle ABC. 

Si les côtés AB et BC sont égaux emr'eux, les 
deux lunules le sont de inéme ; on aura alors une 
lunule , égale à un triangle isoiscète. * 

Hippocrate ayant ainsi trouvé une portion de 
cercle^ certainement égale à un triangle rectiligne^ 
crut avoir fait un pas vers la quadrature du cercle 
entier, £n ceci il se trompa :. car il est tout aussi 
difBcile de déterminer le rapport de cette lunule au 
cercle entier , que de trouver sa surface elle-même* 
Il en faut dire autant de toutes les lunules qui ont 
été inventées depuis. 

Il ne faut pas confondre ctt Hippocrate de Chios, 
Jhabile Géomètre pour son tems, avec le célèbre 
Médecin Hippocrate de CoSé II n'existe aucune 
preuve des connoissances de ce dernier en fait de 
Géométrie : et toute la réputation de Géomètre 
qu'il a encore aujourd'hui dans la tête de la plu- 
part des littérateurs , est uniquement fondée sur sa 
conformité de nom avec celui du vrai Géomètre ^ 
Hippocrate de Chios. 

Probl^ême. 

fifi4. Connoissant les côtés A et C de deux 
quarrés^ trouver celui du quarré^ équivalent a leur 
s omme. {Fig. 86.) 

Sur les deux' côtés d'un angle droit, portez la 
ligne donnée A, de B en A; et la ligne C, de B 

en 
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en C. L'hypoténuse AC sera le côté d'un quarréi ^ 
. équivalent a la somme des deux quarr^s (fio8). 

S*il falloit convertir en quarré , la somme de 
plusieurs quarrés. donnés , oh se serviroit de cette 
solution pour les ajouter deux à deux, et le pro- 
blême seroit résolu. 

P R O B L £ M E. 

&&5. Connoissant les côtés A et B de deux 
quarresj trouver celui du quarré ^ équipaient à leur 
différence^ ÇFig. 86.) 

Sur l'un des deux côtés d'un angle droite por« 
tez le moindre des deux côtés de B en A; ensuite, 
prenez AC égale \ l'autre côté fi» 

Le quarré de BC , devant être égal an quarré 
de l'hypoténuse AC , moins le quarré de l'autre cô- 
té Afiy sera le quarré que vous cherchiez* 

P R O B L Ê M E. 

fla6. Etant donné deux figures semblables 
quelconques , on devmnde d'en construire une troi" 
sième , semblable aux deux figures données , et équi* 
çalente à leur somme ou à leur différence. 

Comme les {igures semblables en général sont 
entr'elles comme les quarrés de leurs côtés nomo- 
logues , le problème actuel est le même que les 
deux problèmes prçcédens. On prendra deux côtés 
homologues quelconques des deux figures , on en 
fera ce qu'on a fait pour les côtés des quarrés ,' et 
sur le nouveau côte qu'on aura obtenu, on con- 
struira une figure, semblable aux deux figures pro- 
posées. 

.Problème. 

fifiy. Etant donné les trois lignes quelconques 
A 9 a> Nj il faut en trouver une quatrième n, telle 

que 
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que le quarrê de A soit au quarr^ de 2l, comme la 
troisième N est h r inconnue n. {Fi§. 87.) 

Ce problème n*est qu'un cas particulier de celui 
de. (198). Il pourra même' âtre énoncé plus géné- 
ralement , et être étendu , en vertu de la même so- 
lution, à des puissances quelconques de l'antécédent^ 
A et du conséquent a. 

. Dans le cas du quarré cependant , les proposi- 
tions démontrées du cercle, nous fournissent la so- 
lution suivante , qui est plus simple que la solution 
générale. 

Avec un rayon pris à volonté « décrivez le de- 
mi-rercle -SAT : sur lequel vous porterez d'un point 
quelconque S, les deux lignes données, de manière 
qu'il y ait A=SA,' a=^Sa : et vous abaisserez les per- 
pendiculaires AB et ai. 

Les deux lignes SB, S&, étant proportionnelles 
9U9C quarrés des lignes SA et Sa, il n'y aura plus à 
construire que la proportion SB;Si=N:«, qui ne 
suppose que l'emploi de deux parallèles. 

Ainsi, ayant tiré sous un angle quelconque la 
ligne indéfinie Sn , laites SN égale à la ligne N ; 
tirez BN, et menez lui la parallèle bn» La ligne 
Sn sem l'inconnue n que vous demandiez. 

Problème. 

5228. Étant donné les trois lignes quelconques 
jt^ a, N^ il faut en trouver une quatrième n, telle 
que r antécédent A soit au conséquent a, comme le 
quarré du troisième N est au quarré du quatrième n. 
(J^ig. 88.) 

D'un rayon pris à volonté, décrivez le demi- 
cercle SBT. Sur son diamètre ST, vous porterez 
les deux lignes données A , a , de manière que 
SA=A, Sa==a. Ayant élevé ensuite les perpendi- 
culaires AB, ai, les quarrés des cordes SB, S5, 
seront proportionnels aux deux lignes A, a; vous 

au- 
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)£F, égaux en surface, âaais non semblables en« 
;ore. ' ' • 

Menez HL , parallèle à BC ; cherchez entre AL 
et AK la moyenne pro|fortionnelle AN, et tirer 
MN,' parallèle à BC. Le triangle AN M sera le 
triangle demandé. 

/ ■ 

Il est semblable au triangle ABC. Reste donc 
à pt'ouver qu'il est égal en surface au triangle D£Fy 
ou à son égal AHK. 

La ligne AM étant moyenne proportionnelle 
entre AL et AK , on aura AL;AM=AM;AK. Les 
parallèles LH et MN donnent cette autre proportion 
AL:AM=AH:AN. Ainsi, le produit AMxAN 
étant égal à AKxAH, les triangles NAM et HAK 
seront égaux entr'eux , et le premier des deux sera 
le triangle qu'on cherchoit. ' 

P H O B L/É M E. 

23 1. Faire un polygone^ semblable au polygone 
^onné A ^ et égal en surface ii un autre polygone 
^nné B. 

Transformez les deux polygones en quarrés de 
J^face égale (flo4). 'Soit a le côté de l'un, et b le 
^té de l'autre. Soit de plus N un côté qaelconque 
^ polygone A ; et u le côté homologue du poly- 
^xie B. 

Les' polygones semblables étant entr'eux comme 
-S quarrés de leurs côtés homologues, les quarrés 
^s quatre lignes a, ^, N, n formeront visiblement 
i\e proportion géométrique , attendu que l'un et 
*Hutre de ces deux rapports est celui de A ; B. 
Donc, ayant a 1 3 = N I w, le côté homologue tz, 
de qui seul dépend la solution du problême , sera 
la troisième proportionnelle aux troiis lignes a , & , 
et N. 

Le problème précédent n'est qu'un cas très-par- 
ticulier de ceiuirci, 

H Prc 
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aSa. Dhîser une ligne quelcoihçue en tm td* 
iiœnhre de parties quon voudra, dont les quarrés soient 
671 tr* eux dans une raison donnée , que Von sujmse 
être celle des nomires ou dés lignes ^ désignées par 

les lettres Aj B^ Cy JD etc. QFig. 90.) 

* 

D*un rayon au moins égal à la moitié de 11 
{>1us grande des lignes données (en cas de noratires 
donnés , le rayon sera pris à volonté) tirez la demi- 
circonférence SabcdT. Du point S portez sUr le 
diamètre ST, les lignes données Â^ B, C, D, cba- 
cune jusqu'au point où se trolive dans la. figure la 
lettre qui la désigne. £levez dan» les points A, B, 
Qj D , les perpendiculaires Aa, l^b , Cc^ Ddi et ti- 
rez les cordes Sa , Sby Se , Sd^ qui seront entr'elles 
connme les quarrés des segmens SA, SB, SC, S0} 
ou bien des quantités données A , B , C , D. 

Restera donc à diviser la ligne proposée dans le 
rapport mutuel des lignes Sa, S}^ S<r, Sd'^ problème 
dont la solution a ete enseignée en ig6# 

P R O B L Ê M E. 

S233. Partager un polygone quelconque en un 
nombre quelconque de polygones qui lui soient seni' 
blables , et qui soient entreux dans un rapport de 
lignes ou de quantités données , que nous ^désigne* 
rons par les lettres A^ By C, 2), etc, ÇFig* 91.) 

Désignant par N un côté quelconque du poly- 
gone proposé, le problème revient à trouver les cô- 
tés homologues des autres. Nous désignerons 
ceux-ci par les lettres mineures a, b, e, J, e , etc. 

Faites la ligne ST éçale au côté N i\xi polygone 
donné; et divisez ce côte dans les points A, F, G, 
proportionnellement aux lignes A, B, C, D; da 
manière que le rapport ^ntre les parties SA, AF, 
FG, GT soit celui des quantités A, B, C, D. 
Portez ces quatre lignes SA, AF, FG, GT, de S 

sur 
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to la lîgqe . ST , chacfine jusqu'au point ' où se 
trouve dans la figure la lettre qui la désigne , de 
manière qu'on ait SB = AF, SC = FG, SD=GT. 
Sur cettç même ligne , décrivez le demi-cercle 
SabcdT , dont le diamètre" soit égal à la somme de 
toutes ces quantités A, B, C; D» Dans les points 
A, B, C, D, élevez les perpendiculaires Aa, B^ , 
{^c, Dd, et tirez les cordes Sa, Sb ^ Se, Sd. Ces 
:ordeâ seront ^ ^es côtés homologues dés polygones 
[ue vous cherchiez. 

Car leurs quarrés étant entr'eux comme les seg- 
mens correspondans du diamètre N, et par consé- 
quent comme les quantités A, B, C, D, le dia« 
nètre N sera à chacune des quantités A , B ^ C , D, 
:oinme le quarré de ce diamètre N est au quarré 
3e chacune des cordes Sa, S5, Se, Sd. " Doue, 
:omme par, construction, le diamètre N est égal a 
a somme des quantités A , B , C , D ; le quarré de 
:e diamètre sera donc égal "à la somme des quarréa 
les lignes Sa, S&, Se, Sd; lesquels étant propor- 
:îonnels aux quantités données A , B , C , D , il 
'aut en conclure qu'elles seront les côtés même «, 
^, Cj d, homologues des polygones semblables^, 
ians lesquels il falioit partager le polygone proposé» 

CHAPITRE HUITIEME. 



l-ES CERCLES INSCRITS AU TRIANGLE. 



^34. Le cercle qui touche en dedans les 
rois côtés d'un triangle donné ABC, est pro- 
i>rement nommé Cercle inscrit aii triangle. 
Hous avons déjà enseigné à le construire (i40* 
Divisant en deux également deux quelconques 
Jes trois angles du triangle, tels que les angles 
^ et B, par les lignes AIL et BIM, le point 
Je rencontre de ces deux lignes, savoir I sera- 

Ha le 
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le centre du cei*cle inscrit. Et $i de ce point 
on tire aux trois angles du triangle les lignes 
lA , IB , IC ; et que de ce même point oji 
abaisse sur les trois côte's les perpendiculaires 
ID, lE, IFi ces perpendiculaires peront égales 
entr'elles, çt de plus, le triangle donné sera 
partagé en six triangles rectangles, qui sej>ODt 
égaux deux à deux; savoir AEI égal à AFl; 
BEI égal à BDI ; et CDI égal à CEI (43). 

a35. Prolongeant de part et d'autre les 
trois côtés du triangle , il en résultera les 
trois espaces indéfinis UBCV, WACX, YABZ^ 
dans chacun desquels on pourra inscrire uia 
cercle , touchant à la fois un des trois côté^ 
du triangle en dedans, et en dehors les prolon-- 
gemens des deux autres. On n'aura qu'à di- 
viser en deux également chacun des six angles 
externes du triangle (53), savoir CAW, BAY^ 
ABZ, CBU, BCV, ACX, lesquels pris deux 3 
deux , seront verticaux , et- par conséquent 
égaux entr'eux, moyennant les six lignes AM- 
-AN, BN, BL, CL,' CM. Les trois points de 
rencontre de ces six lignes, prises deux S 
deux, savoir les points L, M, N, seront le^ 
centres extérieurement inscrits. (Fig, 'j8,J 

îi36. Une conséquence naturelle de l'inversa 
de la proposition qui concerne l'égalité de^ 
angles verticaux (17), c'est que les deux lignes 
AM et AN, de même que les deux lignes BX 
et BL , enfin les lignes CL et CM , ne feront 
en tout que les trois lignes droites MN, ÎÎL et 
LM. Ainsi les trois centres L,^ M, N, forme- 
ront le triangle rectiligne LMN, dont les côtés 

pas- 
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passeront par les trois angles A , B , C du tri- 
angle primitif ABC. 

^37. De plus, il est facile de prouver, que 
les eôtés de ce même triangle, savoir MN, NL 
et LM seront perpendiculaires sur les trois 
lignes AIL, BI^I, CIN, par lesquels on a di- 
visé e'galemerit les trois angles du triangle pri- 
mitif. £n effet , l'angle BAI étant la moitié 
de Tangle interne BAC, tandisque l'angle BAN 
est la moitié de l'angle externe BA Y, en vertu 
de la Construction, il s'ensuit que la somme 
des deux angles BAI et BAN, ou bien l'angle 
IAN, sçra la moitié de celle des deux angles 
Bac et BAY. Les derniers sont des angles 
de suite, dont la somme doit être celle de 
deux angles droits. L^angle lAN sera^ donc un 
angle droit; ainsi la ligne MN sera perpendi- 
culaire sur AIL. On prouvera de la même 
ïïianière que NL sera perpendiculaire sur BIM, 
de même que LM sur ClN. 

a38. Abaissant des centres L , M , N des 
tx*ois cercles extérieurs , des perpendiculaires 
siar chacun des trois côtés du triangle, savoir: 
l^es perpendiculaires LK , MS , NQ sur le côté 
AC; LH, MB, NP suj le côté AB; et les per- 
pendiculaires LG, MT, NO sur le côté BC, il 
^n résultera une suite de triangles rectangles , 
lesquels , pris deux-a-deux , seront parfaite- 
ment égaux entr'eux. Tels sont les triangles 
LKC et LGC; les triangles LKA, LHA; les tri^ 
angles LHB et LGB; les triangles MHA et MSA; 
les triangles MBB et MTB; les triangles MTG 
et MSC; les triangles NOB et NPB; les tri- 
angles 



ii8 Chap. VIII. 

t 

angles NOG et NQC ; enfin les triangles NQA 
et NPA. En comparant ce^ triangles deux-à» 
deux , on y trouvera partout une hypoténuse 
commune, et deux côtés égaux entr'eux, comnie 
étant rayons du même cercle , ce qui suffit 
pour prouver Tégalité parf%|te de deux triangles,' 
rectangles d'ailleurs (5o). 

23g. Donc, les bases de tous ces trianglesi § 
pris deux à-deux , devant être égales entr*ellei, J| 
on aura la suite de lignes égales que nous at - 
Ions rapporter : savoir en partant de Tangle A, 
AE=AF; AH=:AK; AR=AS ; AP=AQ. En 
partant de Tangle B, on trouvera BD=BF; 
BII=BG; BR=Bï; BO=:BP. On aura pareil- 
lement, en partant de l'angle C, CD=CE; 
CG=CK ; CS=CT et C0=CQ- Toutes ces ^- 
lités au reste peuvent être comprises dans le 
théorème suivant, qui est une conséquei\ce na* 
turelle des premières notions sur le cercle: 
savoir, que deux tangentes y partant d'un même 
point y et menées de part et d'autre à un même 
cercle y sont égales entr elles. 

il\o. Cette même construction fournira une 
longue suite de triangles rectangles, ou égaux» 
ou semblables entr'eux: Dix triangles seront 
•semblables aux triangles AEI ou AFI ; savoir 
les triangles MSA ou RIRA ; les triangles ICPA 
ou îS'QA; les triangles AllL ou AKL ; les tri- 
angles N€L et MBL; enfin les triangles M 
et MCI. Dix autres triangles seront semblables 
au triangle BFI ou BDI; savoir les triangles 
NOB ou NPB; les triangles LGB ou LHB: 1» 
triangles BRM ou BTM; les triangles MCUet 

MAD 
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[AL; de même que les trijang}e9 lAîï etlCL. 
>n en trouvera dix autres, semblables au trt 
ngle CDI ou CEI; ce seront les triangles LGG 
m LRC; les triangles MSG ou MTC ; les tri- 
mgles COI^ .ou CQN ; les triangles . LAN et 
MBN; enfin les triangles MAI et LBL 

24 r. De plus, le triangle primitif étant 
partagé dans les trois triangles obliquangles 
Aie, AlB et BlC , moyennant les lignes AI, 
BI et Cl, on verra dans cette même 'figure ,' 
pour chacun de ces triangles, trois autres tri- 
angles obliquangles qui lui seront semblables. 
Les triangles NIL, ABL et CBN seront tous 
semblables au triangle AlC. Les triangles MIL, 
ACL et MCB seront semblables au triangle 
AlB. Enfin les triangles NIM , BAM et NAG 
seront semblables au triangle BIC. La ressem* 
blance de tous ces triangles se prouvi^ra faci- 
lement par régalitë de leurs angles respectifs, 
îuite naturelle de ce qui a été démontré dans 
es paragraphes précédents* 

24^- Enfin , les triangles NAL et NBM, 
iemblables Tun et l'autre au triangle CDI 
>u Cfll', et par conséquent entr'eux, donnent 
a proportion NA : NB = NL : NM. Les deux ' 
triangles LNM et ANB, ayant Tangle commua 
^n N compris entre des côtés proportion- 
fiels, seront par conséquent semmabltfs en- 
tr'eux. Par cette même raison , le triangle 
LMN sera semblable au triangle AMC ; et ce 
naéme triangle MLN sera encore semblable au 
triangle BLC. D'où il suit , que les triangles 
ABIX, AMC et LBC-> qui compreiinent le tri- 
angle primitif, et qui ont se;5 trois côtés pour 

bases, 
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bases, étant tous semblables au grand triangle 
LMN, le seront aussi entr'eux. 

!i^3. Les rapports généraux qui existent 
entre les trois cotés du triangle primitif^ les 
rayons des quatre Cercles inscrits/ et les dis- 
tances de leurs centres, tant entr'eux, quaux 
trois angles du triangle primitif, nous ont pa- 
ru assez remarquables pour être l'objet duo 
chapitre particulier. Supposant les trois côtés 
du triangle primitif ABC donnés, nous les dé* 
signerons par les trois lettres a, bj c, chacune 
de ces lettres étant censée appartenir au côté, 
qui est opposé à Tangle du même nom ; de 
manière que BC — a ; CA=ô; AB=u:. De plus, 
nous employerons la lettre S pour exprimer la 
demi-somme des trois côtés; de manière que la 
somme entière des mêmes côtés soit égale à 
aS, ou au double de S. Enfin, nous appelle- 
rons complément de chaque coté le reste qu'on 
obtient , en ôtant ce côté de la demi-somme 
des trois côtés. Ainsi le complément du côté 
BC ou a sera .S — a ; le complément du côté 
CA ou b sera .S — b ; le complément du côté 
AB ou c sera S — c. 

Théorème. 

!i44- Les lignes y menées de chacun des 
trois angles aux deux points de contact du 
cercle inscrit interne qui se trouvent sur les cô- 
tés de cet angle, sont respectivement égales aux 
complémens des côtés opposés. 

Les deux lignes BD et BF, égales entr elles 
et menées de l'angle B aux deux points de con- 
tact 
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tact intérieur D et F, qui se trouvent sur les 
cotés de cet angle , sont ce qui reste de la 
somme des trois côtéis, après qu'on en a ôté 
les lignes AF, AE, CE, CD, dont la somme 
est égale au double du côté opposé AC ou b. 
Ainsi le double de BD ou de BF , sera égale à 
aS— rîxè. Donc , prenant la moitié de part et 
d'autre , on aura BD ou BF égale à S— è, ce 
qui est l'énoncé du théorème. 

On aura donc AE ou AF = S— a; 

BD ou BF = S— ^ ; 

CD ou CE = S— ^. 

• 

Théorème., 

a45. Les lignes^ y menées de chacun des 
trois angles aux deux points de contact du 
cercle inscrit externe y qui est compris entre les 
côtés de cet angle ^ sont égales chacune à la^ 
demi-somme des trois côtés, 

La somme des deux lignes égales BR et BT, 
ou le double de chacune de ces lignes , est 
composée des deux côtés AB et BC, pli;s AR 
et CT, lesquelles font ensemble le troisième 
côté AC. Donc, prenant la moitié de part et 
d'autre , on aura chacune de ces lignes BR et 
BT, égale à S ; ce qui est l'énoncé du théorème. 

Corollaire, Considérant que cette même dé- 
monstration s'étend aux lignes AH, AK, CO, CQ, 
et combinant ce théorème avec le précédent , on 
•verra que S , dejni-somme des trois côtés , est ex- 
primée par ch4cune des lignes AH , AK , BR , BT , 
CO , CQ. On verra de plus que chacun des trois 
complémens se trouve six fois dans la figure, sa- 
voir : 

Le' 
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Le complément du côté BC f cm ÎS— tf 9 est ^al 
à chacune ûes Hgnes AF^ A£; BO^ BP; CS, CT. 

Le complément du côté CA , on S— ^ , est égal 
à chacune des lignes BO, BF, AP , AQ; CG, CKL 

Le complément du côté AB , ou S — c , est égal . 
l chacune des lignes CD, €£, AR, AS, BG, BH. 

Théorème. 

^46. Le quarré .du rayon du cercle inscrit 
interne, est égal au produit des eomplémens 
des trois côtés ^ divisé par leur demi-sonune. 

Les triangles semblables BRM et BFI donnent 
la proportion BR:ttM=:BF:FL Et des triangles 
semblables MRA et AFI, on tire la proportion 
BM:AR=AF:FI. Multipliant par ordre ces 
deux proportions 9 et supprimant le facteur 
commun RM, qui se trouve antécédent et con- 
séquent à la fois y on aura la proportion 
BR:AR = BFX AF:n\ Ou bien S: S — c = 
(S— è) (S — a);Fr. Le quarrè de FI, rayon 
du cercle inscrit interne , sera donc égal au 
produit (S— a) (S— è) (S— c), divisé par S; ce 
qui est l'énoncé du théorème. 

Théorème. » 

247- Le quarré du rayon de chacun des 
trois cercles inscrits extérieurs , se trouvée en 
multipliant ensemble la demi-somme des trois 
jcôtés y et les eomplémens des deux côtés entre 
lesquels le cercle est compris , et en divisant 
le produit par le complément du troisième côté. 

Les triangles semblables BRM et BFI donnent 
la proportion BF :F1=BR:RM. On tire cette 

au tre 
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autre proportion FI:AF=AR:RM des deuic 
triangles semblables AFI et MRA. Multipliant 

}>ar ordre les deux proportions , et supprimant 
e facteur commun FI , qui est antécédent et 
conséquent à la fois, on aura BF:AF=.BRX 
AR:RM\ Ou S—b:S—a=.S(S—c):BM\ Le 
quarré de RM sera donc égal au [Produit 
S(S — a) (S — c), divisé par S — é; ce qui est l'é- 
noocé du théorème. 

Corollaire. Appliquant cette démonstration aux 
rayons des trois cercles extérieurs , on trouvera : 

LH*= S (S-^) (S^c) , divisé par S— a. 
MS*= S (S— '«) (S — c), divisé par S— 3. 
NP*= S (S— ^) (S— 3) , divisé par S—c. 

Théorème. 

^47' ^^ quarré de la ligne qui exprime 
la distance du centre du cercle inscrit interne 
à chacun des angles du triangle primitif ^ se 
trouve en multipliant ensemble les côtés , qui 
comprennent cet angle , et le complément du 
troisième côté, et en divisant le produit par la 
demi'Somme des, trois côtés- 

ê 

Les triangles semblables AKL et AEI donnant 
la proportion ARtAL=: AE: AI. On tire dles 
deux triangles semblables AËL et AlC la pro- 
portion qui suit : AL: AB = AC: AL Multi- 
pliant par ordre et suppriinant le facteur 
commun AL, qui est antécédent et consé- 
quent à la fois, on aura AKlAB = AC X 
JVE : AI* ; ou bien S : c = è (S— a) : AI\ Le 
quarré de AI sera donc égal au produit 

bc 
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bc fS— ^), divisé par S; ce qui est l'énonce 
du théorème. 

Corollaire. Appliquant cette démonstration aux 
trois distances AI , £1 , CI ^ on aura : 

Aï*= hc {S^-a), divisé par S. 
BI*= ac iS— J). divisé par S. 
CI*= ai (S— c) , . divis^ par S. 

^ Théorème. 

a49. Le quarré de la ligne qui exprime 
la distance de chaque cercle inscrit extérieur à 
V angle opposé du triangle primitif y se trouve 
eh multipliant ensemble la demi-somme des 
trois côtés j et les deux côtés qui comprennent 
ce cercle , et en divisant le produit par le comr 
plément du troisième côté. > 

Les triangles sem blablesAEI et AKL donnent 
la proportion AE:AI±=AK:AL. Et on tire des 
•triangles sepiblables ABL et AlC la proportion 
suivante: AI:AC=AB:AL. Multipliant par 
ordre , et supprimant le facteur commun AI , 
il résulte AE:AC = ABx AK:AL% ou bien 
S — àlb=zcSlA,h\ Le quarré de AL sera donc 
égal au produit bcS , divisé par S — a : ce qui 
est renoncé du théorème. 

Corollaire. Si on a|>pliqne cette démonstration 
aux trois lignes AL, BM , CN , on aura: 

AL*= Sbc 9 divisé par S — a ; 
B1VI*= Srrc j divisé par S — b; 
CN*= Sab y divisé par S — c. 
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Théorèhe. 

aSo. Le quarré de cIicLCune des six lignes 
qui expriment ïa distance du centre de chaque 
cercle extérieur^ aux deux angles adjacens dû 
triangle primitif , se trouve en multipliant en- 
semble les côtés qui comprennent cet angle , et 
le complément de celui des deux qui a son 
point de contact avec ce cercle hors du triangle 
primitifs et en divisant le produit par le com- 
plément de r autre. 

Les triangles semblables AQN et ASM donnent 
la proportion AQ:AN=:AS:AM. Et les tri- 
singles semblables BAN et MAC fournisseot 
cette autre proportion AN:AB=AC:AM. Mul- 
tipliant par ordre et supprimant le facteur 
commun AN, on aura AQ:AÇ=ASxAC:AM*, 
c'est-à-dire, S — bic=b (S— c):AM*. Le quarré 
de AM sera donc égal au produit bc (S — c) , 
divise par S — h ; ce qui est Ténoncé du théo- 
rème. 

CoroPaire, Appliquant cette même démonstra- 
tion aux iix lignes qui sont l'objet de ce théorème^ 
on aura la table suivante : 

AM*= hc (S— c) : S—*. 
AN*= hc (S— ^) : S^c. 
BN*= ac (S— a) : S-^. 
BL*= ac (S^r) : S— a. 
CL*= ab (S— 3) : S— a. 
CM*= ab (S— a) : S— A. 

Théobème. 

a5i. Le quarré de la ligne qui exprime 
lu distance du centre du cercle inscrit inté- 
rieur 
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rieur à celui de chacun des trois cercles ex* 
térieurSy se trouve en multipliant les deux cô- 
tés qui comprennent ce cercle par le quarré du 
troisième ^^ et' en divisant le produit par le com- 
plément de ce dernier , et par la demi-somme 
.des trois côtés. 

m 

On tire des deux théorèmes (aSo. 248.) les 
deux proportions qni suivent : S — a:S— &=5 
abiCU ; et SrS— *=ac:Br ; d'où Ton obtient 
en riiultipliant , S(S — a):(S— è)* = aabciCV X 
hV. Mais les triangles semblables BFI et LCI 
donnent la proportion, BFouS — è:Bl=CL:lLç 
et par conséquent (S— *)*:Br = CL':IL\ Mul- 
tipliant paie ordre , et supprimant les qùarrés 
des trois lignes BI , CL et S— ô ou BF , qui 
se trouvent à la fois parmi les antécédens eH^ 
parmi les conséquens , on obtient le quarré 
de IL^ égal à aaoc , divisé par S(S— a) ; ce qui 
est renoncé du théorème. 

Théorème. 

, aSa, Le quàrré de la ligne qui exprima 
la distance entre les centres des deux cercles 
inscrits extérieurs , se trouve en multipliant le 
quarré du côté du triangle primitif qui se 
trouve entre les deux centres , par les deux 
autres côtés , et en divisant le produit par les 
complémens de ces mêmes côtés. 

On Jire des deux tliéorèmes (^48. 249.) les 
deux proportions qui suivent: S:S — è=ac:Br; 
et S — c:S = abiC^^ \ d ou Ton obtient en mul- 
tipliant , et en supprimant le facteur commun 
S, S— c;S— 6=«a^^c:BrxCA'\ Mais les tri- 

angles 
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igles semblables BFI et NCM fournissent là 
roportion , BF ou S — i:BI=CN:MN ; et par 
onsëquent (S— *)*:Br= CN":MN\ Multipliant 
lar ordre, et supprimant les quarrés des lignes 
il et CN , de même que le facteur S— ô , se 
rouvant tous parmi les antécédeAs et les con- 
îquens à la fois , on aura le quarré de MN 
jal à aabc , divisé par le produit (S — b) 
:) y ce qui constitue Fe'nouce' du the'orème. 



Corollaire. On aura donc pour les quarrés des 
X lignes qui sont l*objet des deux derniers tkéo-» 
in^^ , les expressions suivantes : 

IL*= ctahc : S (S — a). 
IM = ahhc : S (S—*). 
IN'= ahcc : S (S— tf). 
MN*= aahc : (S—*) (S— c). 
LN*= ahhc 
LM'=: ahcc 
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u53. La surface cTun triangle quelconque^ 
BC est égale à la racine quarrée du produit 
■s quatre/acteurs suivants: S, S^—^B^ S — BCy 
--AC. (Fig. 78.; 

En inscrivant un cercle dans le triangle^ on 
•trouvera compose de trois triangles tels que 
IB, BIC, ClA, dont les sommets se trouvent 
u centre de ce cercle; ayant pour leurs trois 
ases , les trois côtés du triangle ; et pour hau- 
?ur égale , le rayon du cercle inscrit. L'aire 
e ce triangle sera donc égale à S, demisomme 
es trois côtés , multiplié par la raison quarrée 
u produit S— AB, S— BC et S— AC, et divi- 
f par la racine de S, fraction qui exprime le 

rayon 
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rayon du cercle inscrit. Mais une quantité 
quelconque, telle que S, divisée par sa racine 
quarree, est égale à cette racine quarree même. 
11 en résultera donc Taire du triangle égale à 
la racine quarree du produit S, S— AB, S — BC, 



Th£OR£3IE. 

a 54- Le rayon du cercle circonscrit au tri- 
angle est égal au produit des trois côtés y divi- 
sé par quatre fois l'aire du triangle. 

Du centre D abaissez sur un des côtés AC 
la perpendiculaire DEF, qui divisera en deux 
également, et la corde AC et Tare AFC. Abais- 
sez aussi la perpendiculaire AG. (Fig. 79.^ 

L'angle au centre D devant être égal à Tangue 
à la circonférence B, l'un et l'autre ayant pour 
mesure la moitié de Tare AC, il en résultera 
les deux triangles semblables DE A et BGA, 
d'où Ton tire la proportion AB.AG=AD:AE; 
qui donne l'égalité ABxAE=ADxAG; et pre- 
nant le double de part et d'autre, ABxAC= 
a ADxAG. Mais BCxAG, produit de la base 
par la hauteur, exprimera la double surface 
du triangle. Ainsi, désignant par T la simple 
surface, on aura BCxAG=ziaT. Multipliant 
par ordre les produits égaux de part et d'autre 
et supprimant le facteur commun AG, il en 
résulte 4 ADxT égal à ABxACxBC; ce qui 
donne AD, rayon du cercle circonscrit, é<»al 
ABxACxBC, produit des trois côtés, divisé 
par 4 T, ou quatre fois Taire du triangle. 

cha- 
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' L£S POLYGONES RÉGULIERS. 



Dkfinitiovs. 

^54. Tout polygone cjont les côtés , de 
même .que les angles sont égaux entr'eux , 
prend le nom de régulier, 

a 55. Corollaire I. Si l'on partage en deux 
également tous les angles d'un polygone régu* 
lier, il en résultera une suite de triangles iso- 
scèles parfaitement égaux entrVux , dont les 
côtés concourront tous dans un même point 
au milieu du polygone (117), lequel se trou- 
vant à une même distance de tous les sobï^ 
mets de ses angles, sera le centre d'un cercle 
qu'on pourra circonscrire au polygone. 

a 56. Corollaire JJ. Si aux points de mi-* 
lieu de tous les côtés^d'un polygone régulier, 
on élève des perpendiculaires , ces perpendi^ 
culaires concourront encore dans un point au 
milieu du polygone, qui se trouvera égale» 
ment éloigné de tous ses côtés, et qui sera le 
centre d'un cercle, qu'on pourra inscrire aa 
polygone (laS). 

a 57. Corollaire III. Réciproquement , si 
l'on divise la circonférence d*un cercle en un 
nombre quelconque de parties égales, et qu'on 
tire des cordes d'un point de division à l'autre, 
on formera un polygone régulier, inscrit au 

cercle. 

I a58. 
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a 58. Corollaire IV, "De même, si Tcm di- 
vise la circoaférence d'un cercle en un nombre 
quelconque de {larties égales, et qu*à chaque 
point de division on mène une tangente & be 
cercle , ces tangentes formeront encore par 
leurs concours un polygone régulier, circon-' 
sqrit à ce cercle. 

aSg. Corollaire V. Tous les polygones ré- 
guliers y d'un même nombre de côtés , sont, 
semblables entr'eux. (178.) 

2160. Corollaire VI. En conservant le nom 
SapoAkmie (9a) à la perpendiculaire abaissée 
du centre du polygone sur un de ses côtés, 
fout polygone sera composé de triangles iso- 
scèles 'pamitement égaux entr*eux;. qui auront 
tous pour hauteur commune Tapothème du 
polygone y et dont le nombre sera ^al à tàoL 
de ses côtés. \ 

a6i. Corollaire Vil. Et -comme chacun de 
ces triangles est lui-même composé de deux 
triangles rectangles parfaitement égaux , txynt 
polygone régulier sera composé de deux fi» 
autant de triangles rectangles parfaitement ^aox 
qu'il a de côtés^ et dont la hauteur conuoiuiit 
sera l'apothème du polygone. 

f 

a6a. Corollaire VIII. La surface de tout 
polygone régulier est égale à la moitié dû po- 
duit de son contour par l'apothème (147). 

si63. Corollaire IX. T<tes^les anghs cx<^' 
ternes, de même que les angles 4il||^ntre ^m 
polygQue régulier étant ^ux eiri^|H|x, HH: 
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trouvera l'un et l'autre en divisant la somme 
de quatre angles droits par le nombre de seis 
côtes (73). 

* 

a64. Corollaire X Et comme chaque in- 
terne fait avec son externe la somme de deux 
angles droits, oh en déduira naturellement la 
règle jpour trouver l'angle interne d'un poly- 
gone régulier, dont on connoit le nombre de 
côtés. Otez deux du nombre des côtés, et di* 
visez le reste parce nombre: vous aurez V angle 
interne^ la somme de deux angles droits étant 
supposée égale à Vunité. 

L'angle interne sera donc à*un tiers dans le 
triangle: à*un demi, dans le quarré ; de trois cin» 
€fuièmes dans le pentagone ; de deux tiers dans Texa- 
gone ; de cinq septièmes dans Tlieptagone ; de trois 
quarts dans Toctogone ; de sept neupièmes danii 
l'ennéagone ; de huit dixièmes dans le décagone. 

Toutes ces fractions expriment le rapport de 
Tangle interne ^ la sotnme ce deux angles droits* 
Plus le nombre des côtés est grand , et plus Tangle 
interne approche de la somme de deux angles droits^ 
avec laquelle il sera entièrement confondu dans le 
cas du cercle. 

a65. Corollaire XL Les contours de .poly- 
gones réguliers du même nombre de côtés sont 
entr'eux dans le rapport des rayons de leurs 
<îercles inscrits, ou de leurs cercles circon- 
scrits (180). 

a66. Corollaire XII. Les surfaces de poly- 
gones réguliers du même nombt^e de côtés 
*ont entr'elles comme les quarrës des rayons 
^ ?de. leurs cercles inscrits, ou comme les quar-» 
es des rayons de leurs rayons circonssrits (i83). 

I 2 Ces 
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Ces propositions sont des conséquences natnr 
telles de l'idée générale qu'on doit se Biire d'an po" 
lygone régulier^ d'après la définition que noib en 
avons doniiée. 

Les fia;. gS, 94. gS, en présentent des exemples. 
{4 Fiff. 93. ndt voir un triangle et un hexagone | 
tant inscrit que circonscrit au cercle. 'Dans U Fig^ 
94. on voit un quarré et un octogone, tant insàrit, 
que circonscrit au cercle. Elnfin la Ftg.gji. 'présente 
fin pentagone inscrit et circonscrit, de même qu'on 
4écagone inscrit au cercle. 

Pour passer du poljgone inscrit au polygone 
droonscrit, ainsi qu'aux poljgones inscrit et circon- 
scrit d'un double nombre de côtés, on amn lei 
diéordmes qui suivent. 

THxomiiixs. 

2167. Le côté BC du pofygoœ inscrit est 
au câié EF du polygone circonscrit ^ comme 
Fapothème DI du premier est au rayon CI; 
ou bien, comme la corde supplémentaire SB 
est au diamètre SC. (Fig. 96.^ 

a68. Le cdié du polygone inscrit d^un 
nombre de côtés double est égal à la racine 

Î narrée du produit du diamètre, multiplié pqr 
t rajon moins Fapothème. ^ 

269. Le demi-côté du pohgof^ inscrit est 
Qu ra)on , comme le rayon moins rapothèmt 
est au demiH:ôté tlu polygone circonscrit d^itn 
nombre tle côté ilouble. 

Suit BC le cote du polygone inscrit, Absîs- 
sex du centre I La perpendiculaire IDA, qui 
divisera BC en deux éfpinntul en D. Joigne 

AB et ASk. JClML Ict ttealw 1£E ei^ ICF. 

Me. 



.1 



Les polygones tticuLiERS. liS 

Menez la tangente EAF , et abaissez sur les 
cordes AB et AC les perpendiculaires IK et IL, 
que vous prolongerez en G et H. Ainsi EF 
sera le côté du polygone cirdonscrit; AB ou 
AC , et GH seront les côtés des polygones in- 
scrits et circonscrits d'un nombre de côtés double. 
Cela étant, on aura: BC:EF=ID:IA ou ID:IG. 
De plus, le triangle SBC étant rectangle en B, 
on aura ID:IC = SB:SC. On en tire naturel- 
lement BC:EF=SB:SC, ce qui forme la pre- 
mière partie du théorème. (Fig* 96 .J 

Le quarré de AB est égal au produit du 
diamètre entier, multiplié par le segment cor* 
respondant AD ; ce qui en est la seconde. 

L'angle à la circonférence ABC est égal à 
l'angle AIH , l'un et l'autre ayant pour mesure la 
moitié de l'arc AC. Il en résultera les tri- 
anulvS semblables BDA et I/VH, d'où on tire 
la proportion BD: AD=AI: AH;- ce qui donne 
la troisième partie du théorème. 

Désignant par 1 le rayon AI, et par a le demi- 
côté BD du polygone inscrit, le côté AB , apparte- 
nant au polygone inscrit d'un nombre de côtés 
double, sera égal à la racine quarrée de i-H*) moins 
la racine quarrée de 1 — a ; ce que nous verrons eu 
son lieu. 

Le triangle , le quarré et le pentagone, de 
même que les polygones qui en résultent, en dou- 
blant successivement le nombre de leurs côtés ^ ont 
été les seuls accessibles à la Géométrie élémentaire , 
jusqu'à répoque de l'ouvrage du Géomèr.re Allemand 
Gauss ^ intitulé JDisquisitiones Arithmeticd^ ; qui a 
Élit voir que cette Géométrie pouvoit encore . cm* 
brasser les polygones de 17, de 267, de 4097 côtés; 
et généralement tous les nombres premiers^ compris 

âous la formule générale 2n-\-\. 

Comme 
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Comme dans tout ce chapitre il ne sera question 
que de polygones réguliers, nous supprimons le 
terme de réguLitr, et nous écrirons simplement, po- 
lygoiie. 

Nous employerons souvent le signe 'f/^ pour 
désigner la racine auarrée du nombre , , ou de la 
quantité qui est placée immédiatement après le sisne. 
C'est ainsi que j/^a , J/^S , désigneront les raanes 
quarrées de deux ou de trois. 

Le quarré de la racine , est donc la quantité 
même, placée' après le signe radical. Les quarrés 
de )/^fl ou de )/^3 sont deux ou trois, 

T H È o R è »i, E s. 

a 70. Le côté de V hexagone inscrit au cercle 
est égal au rayon. 

371. Le quarré du côté du triangle inscrit 
au cercle est égal à trois fois le quarré du rayon. 

272. Le côté du triangle circonscrit au 
cercle est égal au double du côté du triangle 
inscrit. 

a^S. La surface de l'hexagone inscrit est 
égale aux troi^ quarts de Vhexagone circonscrit 

La corde AB étant faite égale au rayon du 
cercle, il en résultera le triangle équilateral 
AIB , dont les trois angles doivent être égaux 
entr eux (70). Ainsi chacun de ces angles 
sera égal aux deux tiers d'un angle droit (70) , 
ce qui fait précisément l'angle au centre dans 
l'hexagone régulier. La corde AB, égale au 
rayon, sera donc le côté de l'hexagone, inscrit 
au cercle. (Fig. gSj. 

Si 
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Si l'on joint ensemble les angles B , M , et 
O de rhexagone, il en résultera le triangle in-» 
sent BMO. Considérant le triangle MBN, reci 
tangle en B , on verra que son hypoténuse 
MN est égale au diamètre, double du rayon : 
que le côté BN est le côté de Thexagone, égal 
au rayon : et que l'autre côté BM est le côté 
du triangle. Le quarré de celui-ci sera donc 
égal au qùarré du diamètre, moins celui du 
rayon (ao8), c'est-à-dire, à trois fois le quarré 
du rayon. 

Faisant passer aux points B , M et O , 
des tangentes au cercles, il en résultera le tri- 
angle équilatéral GLH , circonscrit au cercle , 
et visiblement composé des quatre triangles 
égaux et équilatéraux LarO, GMB, llBO, BMO, 
dont celui-ci est le triangle inscrit lui-même» 
Le côté du triangle circonscrit est donc double 
de celui du triangle inscrit. 

L'hexagone inscrit est composé de douze 
triangles rectangles égaux, tels que lEB, L'hexa- 
gpne circonscrit est pareillement composé de 
douze triangles rectangles, tels que IBC. Ces 
deux triangles sont semblables entr'eux ; et de ^ 
plus ils sont semblables au triangle MBN, 
comme on peut facilement s'assurer en com- 
parant leurs angles respectifs. Les deux hexa- 
gones seront donc enl^^r'eux comme les quarrés 
des côtés homologues de ces triangles (182), 
c'est-à-dire , comme les quarrés des lignes lE 
et IB , qui sont entr'elles comme BM et MN« 
Or ^ le quarré de BM est égal à trois fois, et 
le quarré de MN , à quatre fois le quarré du 

rayon. 
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f irjron. L'hèlàgône inscrit est donc à lliexft- 
gohe circonscrit comme ^02!; est \i-quatrt\ 
c'est à-dife que le premier est ëgal aux tim 
quarts de l'autre. 

Voici encore quelques renseignemens sur le 
triangle et. Tex^tgone , tant inscrit que circonscrit. 
Le rayon du cercle , ainsi que le quarré du rayon 1 
sont supposés égaux à Tunité. 

Eocaffoné inscrit. Son côté est 1 ; l^apothéme 
est égal ^ la moitié de )/^3 ; sa surface est égale \ U 
moitié de 3j/^3, ce qui fait en nombres â,5g8« 

Mooagone circonscrit. Le quarré de son côté est 
au quarré du rayon comme 413. Sa surface est 
j&^3> ce qui fait en nombres 3y464* 

Triangle inscrit. Le quarré du côté est égal ï 
trois fois le quarré du rayon : son apothème égal à 
la^ moitié du rayon ; sa surface égale au quart de 
S|/^3 ; ce qui fait en nombres ijSgs* 

Triangle circonscrite Toutes ses dimensions 
sont doubles de celles du triangle inscrit* 

Les surfaces des quatre polygones , savoir le 
triangle inscrit, Texagone inscrit et circonscrit, et 
le triangle circonscrit, sont entr'elles comme les 
nombres 3, 6, 8, la. 

Le dodécagone inscrit jouit encore d^une prcK 
^riété remarquable, dont nous parlerons en son liëa. 

a 7 5. Le quarré circonscrit au cercle est 
telui dû diamètre. C^îg-g^^J 

276. Le quarré insent est la moitié du 
quarré circonscrit. ^ 

*7^ 



aJ7, La surface de V octogone inscrit est 
au quarre inscrit y comme le côté du quarré 
inscrit est au rayon. 

a^S. La moitié du côté, de V octogone cir^ 
conscrit est égale à la différence qui est entre 
le rayon , et le côté du quarré inscrit. 

Menant des tangentes aux points A, B, C, 
D , qui divisent le ^cercle en quatre parties 
égales , vous aurez le quarré circonscrit , qui 
sera visiblement celui du diamètre. 

Joignant par des cordes ces quatre points 
A, B, C, D, il en résultera le quarré inscrit^ 
qui est la moitié du précédenj;. 

Le quarré inscrit est composé de huit'tri- 
iangles , tels que BHL L'octogone inscrit en a 
huit égaux à BFL ' Ces deux triangles sont 
entr'eux dans le rapport de leurs bases HI; FI, 
ou HI:BI, ouÀI:AB, à cause des triangles sem- 
blables BHI et BIA. Le quarré inscrit est 
donc à Toctogone inscrit , comme le rayon est 
a\l côté du quarré inscrit. 

Divisant en deux également l'angle BIP par 
la ligne lE, on aura le point E appartenant à 
l'octogone circonscrit, dont BE sera le demi- 
côté. Examinant ensuite les angles LIE et LEI, 
jon les trouvera tous les deux- égaux aux trois 
quarts d'un angle droit , et par cnnséquent 
égaux entr'eux. Le triangle ELI étant donc 
isoscèle , on aura EL:=^LI. Ainsi BE, demi- 
côté de l'octogone circonscrit, sera égal à Tex- 
cès de IL=AB, côté du quarré inscrit, sur le 

rayon BL. 

f Octo» 

r 
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Octogone inscrit. Le côté est égal \ la moitié 
de la racine quarréedefi — \/q,^ ce qui tait en nombres 
0,7654. La sor£ace est égale à S|/^a=fi,8fi84. 

Octogone circonscrit. Le coté est le double d.t 

t^fi — 1 , ce qui fait 0,8284. ^^ surface est égale à 
uit fois l/'a — 1 , ce qui fait 3^3 1 36. 

Theoeehe. 

279. Le côté du décagone inscrit est mO" 
J'en proportionnel entre le ramn, et la diffé- 
rence entre le rayon et le côté* (Flg* 9^0 

Soit AB la dixième partie de la circonférence 
du cercle dont C est le ravon. ACB alors sera 
un des dix triangles égaux et isoscéles qui com- 
posent le décagone inscrit. Donc, Tangle au 
centre C étant égal aux tieuar cinquièmes d'un 
au^Ie droit, chacun des ansles à la base CAB et 
B eu fera les quatre cinquièmes. Donc, divi- 
sant l'angle A en deux égalenit-nt par la ligne 
AD , le triangle ACB se trouvera parta;2;ê dans 
les deux triangles ADC ,, BAD , isoscëles tous 
les deux, a cause de le^alilé de deux de leurs 
angles ; et dont ceiiâi-ci seia équian::(Ie , et 
par conséquent semblable au trianyle ACB. 
On en tire la proportion BD:AB=rAB:BC. 
5îais comme les deux trian^^îes BAD et ADC 
sont isDscèles, Its trois lignes AB, AD et CD 

svMit eicales entr'eîles. On uura donc BDrCD 

CD:BC. Ainsi le oile du décagone, qui est 
é^al à CD, sera moyen proportionnel entre le 
rayon BC, et BDj qui est la différence entre 
ces deux liftOPK v^fe donc à diviser le ravon 
en deux p* *» cl telles que la plus 

grande 
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*ande des deux soit moyenne proportionnelle 
itre la ligne entière et la plus petite. 

Problème. 

a8o. Diviser la ligne donnée AB en deux 
arties y telles que la plus grande JE soit mo- 
"^nne proportionnelle entre la plus petite BE 
' la ligne entière AB. (Fig. 96.^ 

C'est ce qu'on appelle diviser une ligne se* 
}n la moyenne et extrême raison. Les anciens 
ou noient aussi à cette division Tëpithète de 
'Ction divine. 

Elevez à Textrémitë B la perpendiculaire 
IC égale à là moitié de AB; portez CB de G 
Q D, et ensuite AD de A en E. La ligne 
D sera divisée en E selon la moyenne et ex^ 
'ème raison* 

Démonstration. Du centre G, avec le rayon 
B 9 décrivez la demi-circonférence de cercle 
>BF, dont AB sera tangente, et ADF sécante. 
,a tangente AB, égale au diamètre DF, par* 
sque Tune et l'autre est le double de BC, sera 
loyenne proportionnelle entre A F , sécante , 
t- AD , qui est sa partie hors du cercle ; 
insi on aura AD:AB=AB:AF, ou AD:DF=: 
IF: AF ; la ligne AF sera donc divisée selon la 
aoyenne et extrême raison au point D. Pre- 
nant les différences des antécédens et des con* 
équens, on aura AB — ^ADlAF — AB=AD:AB, 
m BE:AE = AE:AB; ce qui fait précisément 
a condition du problème. 

Supposons BC=i^ on aara AB=fi; le quarré 
de rhjrpoténuse AC sera 5 ; ainsi AQ=i/'o ; et 

AE 
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AB££f^5-^t , faiidls qiiè BC=5— 1/'5. En laiMnt te 
quarré du moyen et le produit doa extrême»^ o* 
pourra facilement s^assurer que les trois nombres 
S, j/"5— i, 3— f/'S sont en proportion continue. 

Comme la racine quarrée de 5 est o^fiSSoSB; on 
volt que pour diviser Vunité selon la moyenne et 
extrême raison , il faudra en faire les deux parties 
o,6i8o34 et o,38ig66, ' 

Cette division numérique donne lieu \ une pro- 
gression trés«remarquable , dont nous allons exposer 
les principes. 

Soient A, B, C, D quatre nombres tels^ que 
lés deux premiers A et B étant pris à volonté , cfair 
cun des deux C et D soit la somme des deux qni 
le précèdent; tellement queC=^B+A, et'D^sC-fJS. 
Je dis que l'excès du quarré de B sur le produit 
AC9 sera ég^l \ l'excès du quarré de C sur le pro* 
duit BD, mais pris en sens contraire. 

En effet , ayant par supposition C-«A=B 9 Ct 
D— B=C, les deux produits (C— A)C et B(D--B) 
seront absolument identiques, l'un et l'autre étant 
BG. On aura donc CC— AC=^BD^fiB. Ajjoutaat 
de part et d'autre BB— CC« il en résultera BB^ 
AC=BD— ce , ce qui étoit précisément le théorème 
à démontrer. 

Gela étant j si l'on continue la progression A| 
B, C, O, en faisant toujours chacun de ses termei 
égal ^ la somme des deux qui le précèdent, le 
théorème précédent continuera d'avoir lieu , de an- 
tiière qu'il y aura' entre le quarré de chaque termei 
et le produit des deux termes entre lesquels il se 
trouve placé , une différence constante , et égale à 
celle qui exi^toit entre le quarré- du second terme B| 
et le produit du premier et du troisième A et G. 

Cette différence restant la même, tandis qne Ifi 
produits eux-mêmes sont d'autant plas grands, qœ 
les^ termes qu'ils ont pour facteurs , sr^t éloigna 
du commencement de k série, il est visible que b 

rap- 
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rapport de ces deux produits doit approcher insensi- 
blement de l'unité. Ainsi, prenant trois termes 
consécutifs de la progression , désignés par P , Q , 
R ,'' ces trois termes formeront une proportion, con- 
tinue d'autant moins défectueuse, que les termes 
P , Q, R, seront plus éloignés du CQmmencement 
de la série. 

Comme les deux premiers termes A et B peuvent 
être pris à volonté, supposons A=o, B=i. Il en 
résultera la progression o, i, i, a, 3, 5, 8, r3, 

521, 34, 65, 89, 144, fi53, 377,610,987, 1697, 

s584 etc. Si l'on en prend trois termes consécutifs 
quelconques , la différence entre le produit des ex- 
trêmes et le quarré du moyen sera constamment 
égale à un Prenant les nombres 55 , ^ , 144 , 1^ 
produit des extrêmes sera 79SO, et Ls quarré du 
moyen 79Û1, ainsi, en régardant ces trois nombres 
comme les termes d'une proportion continue , ' on 
commettra une erreur d'ww sur 7920. Il s'ensuivra 
donc, qu'en régardant 55 et 09 comme les deux 
parties du nombre 144 « divisé selon la moyenne et 
extrême raison, on aura commis une erreur d'un 
sur 7920; erreur qu'on pouir^ diminuer à volonté, 
en choisissant des termes plus éloignés du commen- 
cement de la série. 

Théorème. 

aSi, Le quarré du côté du pentagone in* 
scrit au cercle , est égal au quarré du rayon, , 
plus le quarré du côté du décagone inscrit au 
même cercle. (Hg^ 97-^ 

1 

Soit AEFïII le pentagone inscrit au cercle, 
ayant son angle au centre AIE égal fiux quatre 
cinquièmes^ et chacun des deux angles à la 
base lAE et lEA égal dMH trois cinquièmes d'un 
aqgle droit. 
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> 
DiYiaant en deux également Tare AE an 

point D.t les cordes AD et DE seront les co- 
tés du décagone inscrit au cei:cle : les anglei 
mu centre AID et DIE étant chacun, égal à 
deux cinquièmes. 

Divisez de plus Fangle AID en deux ^le- 
fnent par la droite IB , et tirez la droite CD. 

Yqus aurez les triangles isoscèles ACD et 
ADE semblables entr'eux , ayant en A le même 
angle à la base , CAD dans l'un , D AE dam 
l'autre. On en tire la proportion AC:AIX=; 
AD:AE. Le quarré de AD , côté' du déca* 
gone , sera donc égal à AE , côté du penta- 
gone, multiplié par AC 

Le triangle ECl aura chacun de ses deux 
angles ^en E et en I , égal aux trois cinquièmes 
de Taiigle droit. Il sera donc isoscèle , de - 
même que le triangle EIA , lequel ayant les 
mêmes angles à la base, lui sera semblable. 
On en tire la proportion EC:EIr=EI:AE. Le 
quarré du rayon El sera donc égal à AE, co- 
té du pentagone , multiplié par CE. 

Les deux produits auront AE pour facteur 
commun ; et la somme de leurs autres facteurs 
AC-+-CE sera encore AE. Ainsi le quarré du 
côté du pentagone sera égal au quarré du 
rayon 9 plus le quarré du côté du décagone. 

Problême. 

a8a. Cojnstruire géométriquement le côté 
du ilécagone , dç înéme que le côté et la dia- 
gonale du pentagone^ inscrits au cercle. {Fig. ^%.) 

4 Ayant 
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Ayant tiré le diamètre HF, et élevé dans 
le centre la perpendiculaire BA , divisez le 
rayon en deux également en C; du centre C 
et du rayon CA décrivez le demi-cercle GAI, 
et tirez les lignes AG et AI* Cela étant : 

1. BG sera le côté du décagone. 

2. AG sera le côté du pentagone. 

3. AI sera la diagonale du pentagone. 

Démonstration JÛ'sipTès la construction que nous 
venons d'enseigner, le rayon doit nécessairement 
être divisé selon la moyenne et extrême raison. 
Comparant cette construction à celle de a8o 
(Fig. 96.^, on voit dans les deux , la ligne 
BC , égale à la moitié de AB , et perpendicu- 
laire à son extrémité; et AD égale à l'excès 
de l'hypoténuse du triangle ABC sur la hau- 
teur BC. Cette ligne AD sera donc la , ma- 
jeure partie du rayon divisé selon la moyenne 
et extrême raison ; et comme elle est égale à 
BG , le rayon BF sera divisé de même au point 
B; ainsi BG sera le côté du décagone. (^79.) 

Le quarré de AG , hypoténuse du triangle 
ABG , à la somme des quarrés de AB et de 
BG, la ligne AG sera le côté du pentagone(28i). 

Comparant le triangle FAH au tri- 
angle AID C^îg' 97 •) 9 on les voit isoscèles 
tous les deux , ayant leur angle au sommet 
égal à deux cinquièmes , et chacun des dei^x 
angles à la base , égal à quatre cinquièmes de 
l'angle droit. Ces deux triangles seront donc 
«emblables ; et fourniront la proportiou : le 
côté du décagone est au rayon y comnte le côté 

du 
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du pentagone à sa diagoT^alc. ^IzÂs dans là 
Fig. 9^. les triangles semblables GBA. et GAI 
donnent cette autre proportion : BG , côté du 
décagone , est à AB , rayon ; comme AG , côté 
du pentagone y est à AI. Ainsi AI ^ .quatrième 
terme de la proportion , sera la diagonale du 
pentagone. 

Appliquant le calcul à ces données, on trouve 
la surface au pentagone inscrit , égale aux cinq 
huitièmes de la racine quarrée de io-|-fi^5; ce qui 

6ût 0,37764. 

La surface au pentagone circonscrit , égale à 
cinq fois la racine quarrée de 5-=-fi)/5; ce qui fait 
3,63a7i2. 

La surface du décagone inscrit y égale à cinq 
quarts de la racine quarrée^ de io-^fi)/^5; ce qui 
donne ^y^&^^'^, 

La surface du décagolPie circonscrit , égale \ 
deux fois la racine quarrée de fl5 — ioj/^5, ou à 
3,22492; le quarré du rayon étant par-tout supposé 
égal à r unité. 

Théorème. 

ai83. La moyenne proportionnelle entre 
le polygone inscrit et circonscrit d'un même 
nombre de côtés ^ est le polygone inscrit d'un 
nombre de côtés double» {Fig. 96.) 

Soit BD , perpendiculaire sur Al , le demi* 
côté d'un polygone inscrit ; AE sera le demi- 
côté de son polygone circonscrit; et AB le cô- 
té entier du polygone inscrit d'un nombre de 
côtés double. Ces trois polygones seront, 
quaot i^ ' eft 9 dans le rapport des 

tri- 
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iângles AMI , ABI , AEI ; et comme ces tri* 
igles ont la même hauteur , 'ce rapport sera 
îlui des bases IM, IB, lE; ou bien IM ^ 
\ , lE , à cause de IA==IB. Mais de ces 
ois lignes , lA est moyenne proportionnelle 
itre IM et lE (208). Donc le polygone in- 
;rit , qui a pour côté la corde AB , est mo* 
en proportionnel entre les polygones inscrit 
t circonscrit > dont les côtés sont BC et EF* 

C'est ainsi qu*a]fant trouvé en (273) les surfaces 
es exagone inscrit et circonscrit , on ii*a qu'à tirer 
. racine quarrée de leur produit, pour trouver celle 
Il dodécagone inscrit ; elle sera égale à trois fois 
! quarré du rayon. 

Les surfaces àes octogones inscrit et circonscrit 
ous feront trouver celle du polygone de seize côtéà 
iscrit au cercle ; elle sera égale à 3,o6 14672. 

Les surfaces enfin des décagones inscrit et cir* 
nscrit, trouvées en (28a) donneront celle du poly* 
>ne inscrit de~ vingt côtés ; elle sera 3,09017. 

Thiêorème. 

!i84. L^arc BH étant supposé égal à ta 
oitié de BHG , si de P extrémité A du dia^ 
être A Bon tire les cordes AH et AG, le quar- 
? de cette corde AH sera égal au produit du 
tyon AC , multiplié par la somme des deux 
gnes AB-+^AG. (Fig. 98.; 

Tirez les cordes BG , BlI , GH ; abaissez la 
erpendiculaire IIF ; menez la tangente HD 
isqu'à la rencontre de la corde AG prolongée. 

L'angle en D devant être un angle droit, 
« quatre triangles rectangles BFH , HEB , 

K HEG, 
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Lff angles DEF et DCl sont ég^ux entr^eox/ 
parcequ'ib - ont tous les deux ' pour mesura 
fa moitié de l'arc AD ou CD, l'un conime 
angle au centre, l'ai^tre coniipe angle à la ci^ 
conférence» Les triangles rectangles DEF et 
DCI seront donc semblables^ et donnent la 

fToportionCl:CD=EF:ED, c'est-à-dire^ comme 
apothéïne EF est au rayon. 

* Âinsi^ la somme des deux cordes çxtrémes, 
est au double de la corde moyenne , dans un 
rapport constant et indépendant de la position 
du point B sur la circonférence : et ce rap- 
port est celui de l'apothème au rayon. 

a 88* Corollaire L Si l'on suppose le 
rayon égal à l'unité , et qu'on désigne par la 
lettre n, le double de f apothème , qn auit 
BAh-BC=/ïXBD. 

289. Corollaire IL Réciproquement , on 
aura BC=nxBD — BA. Ainsi les deux cordes 
BA et BD feront immédiatement trouver la 
troisième BC. 

ago. Corollaire III. Donc, s'il y a une 
suite d'arcs égaux en progression arithmétique^ 
SA, SB, se etc. (Fig. looj et qu'en supposant 
toujours le rayon ^al à l'unité , on désigne 
par n , le double de l'apothème de l'arc qui 
est la différence de la progression, on aura: 

SC=/zXSB— SA; 
SD=/2XSC— SB; 
SE=:^XSD— SC; 
Sr=;=/iXSE— SP; etc. 



^^ 



A. 



'.J» 



Les polygones rièguliebs. 149 

Î291. Corollaire IV. Donc enfin, les arcs 
croissant ou de'eroissant en progression arithmé- 
tique , leurs cordes formeront ce genre de 
suites , que nous nommons en analyse suites 
récurrentes^ et dont nous traiterons en son lieu, 

CHAPITRE DIXIEME- 

LA QUADRATURE DU CERCLE. 



Plus le polygone régulier inscrit au cercle 
a de côtés , et plus il approche du cercle. On 
'n'a qu'à comparer entr'eux le triangle et l'exa- 
gone , le quarré et l'octogone , le pentagone 
et le décagone, pour s'assurer, qu'en doublant 
le nombre des côtés d'un polygone régulier 
inscrit au cercle, on aggrandit son angle in- 
terne , son apoithème , soi) périmètre et sa 
surface, et on diminue l'espace intercepté 
entre le contour du polygone et la circonfé- 
rence du cercle. S'il étoit possible de répéter 
jusqu'à l'infini cette duplication des côtés 
du polygone , on verroit son apothème deve- 
nir égal au rayon ; son angle interne dispa- 
roitre entièrement , l'espace entre le cercle «t 
le contour du polygone s'évanouir ; ce contour 
se trouveroit confondu avec la circonférence 
du cercle, et la surface du polygbne confon- 
due avec l'espace circulaire dont elle faisoit 
partie. Le cercle lui-i|[iême peut être considé- 
ré, comrtie un polygone régulier d'un nombre 
infini de côtés. 

La 






■ Il 






»5a Chap. X. . 

* 

La surface du cercle est plus grande qiàt 
celle de tout polygone régulier dont la ciroon* 
férence est égale à la sieriue. Le théorème 
que nous allons démontrer j^ nous conduira à 
cette vérité. 



• « 
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« 

aga. JDe deux triangles JCD et FCE ^ 
dont Vun est isoscèle et Vautre rectangle, et 
qui ayant F angle C de commun entreux » ont 
les bases AD et FE, opposées à cet angle ^ 
égales entr elles f le triangle isoiacèle ACD est 
toujours plus grand que le triangle rectangle ' 
FCEj dans le rapport de vlFL à FE.^Fig.ioi) 

t^s triangles étant entr'eux comme les pro» 
diiits de leurs bases par leurs hauteurs »- le 
triangle rectangle FCE sera au triangle isoscèle 
àCE, comme FExFC est à ADxBG. Les 
bases AD et FE ayant été supposées égales 
éntr elles, ce rapport sera le même que FC:BC. 
Les triangles semblables ABC et LFC , en four* 
nissant la proportion LF:FC=:AB:BC, rédui- 
ront encore ce rapport à LF; A B. Doublant les 
deux termes, ou aura aLFrAJ) ou aLFcFE. 
Ainsi le triangle rectangle FCE sera à risoscèle 
ACD, comme aLF:FE. Reste donc à prouver 
que /FE est plus grand que aLF. 

L'angle FCE étant 4ivisé en deux parties 
égales Tpar la Hgne LC, on auraFL:LE=:FC:CE. 
Or l'oblique CE est plus grande que la pe^ 
pendiculaire CF. Ainsi LE étant aussi plu* 
grande que FL^ il s'ensuivra que F£ est aussi 
plus grande que aFL. 
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Le triangle isoscèle est donc plus grand 
que le triangle rectangle , dans le rapport de 
aFLiFE. 

Théorème. 

« 

ag3. De cleux polygones réguliers , qui ont 
des contours égaux entreuXy mais dont F un a 
un nombre dç côtés double de celui de Vautre, 
ce dernier sera le plus grande dans le rapport 
énoncé dans le théorème précédent. 

Comparant celte figure à celle de 96 , il 
est visible que FE pourra être considéré comme 
le demi-côté d'un polygone régulier qui comr 
prendroil autant de triangles, parfaitement 
égaux au triangle FCE, que la circonférence 
entière contiendroit d'angles, égaux à Tangle 
FCE. La ligne CE seroit le rayon du cercle 
circonscrit à ce polygone, et CF en seroit 
Tapothème. 

La ligne AD seroit le eôté entier d'un autre 
• polygone régulier , qui compreudroit autant de 
triangles parfaitement égaux au triangle iso- 
scèle ACD , que le premier en avoit contenu 
d'égaux au triangle rectangle FCE. La ligne 
CA ou CD seroit le rayon du cercle circon- 
. scrit à ce polygone, et BC en seroit l'apo- 
thème. 

Les deux polygones devant être entr'eux 
dans le rapport des triangles FCE et ACD, le 
-dernier , ayant visiblenaent uu ^nombre de co- 
tés . double de celui du premier , seroit donc 
plus grand que lui , dans. le rapport aFL iFE. 

Ainsi ^ 
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Ainsi, à contour égal, le polygone régulier 
' qui a deux fois plus de côtés qu'un autre, se« 
ra toujours le plus grand des deux;. 

Thiéoreme. 

^94 • -^^ surface du cercle est plus grande 
que celle d'aucun polygone régulier , dont la 
circonférence seroit égale à la sienne. 

Ce théorème est une conséquence néces- 
saire de ce que le cercle doit être considéré 
comme un polygone régulier, d'uu nombre de 
cotés infiniment grand. 

Le cercle étant compris dans la définition 
générale des polygones réguliers , ■ aura toutes 
les propriétés qui ont été généralement dé- 
PBontrées pour ces derniers. £n conséquence ; 

295. Tous les cercles quelconques sont 
semblables entr'eux. 

296. Les secteurs de différens cercles, fo^ 
mant au centre des angles égaux en tr'eux, sont 
aussi semblables entr'eux. 

Q97, Les circonférences de cercles diffé- 
rens, de même que les arcs qui soùtendeut 
des secteurs semblables , sont entreux comme 
les rayons de ces cercles. 

298. Les surfaces des cercles, de même 
que Ocelles de$ secteurs circulaires semblables , 
sont entr'elles comme les quarrës de leurs ra- 
yons ou de leurs diamètres, 

^99- 
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299. La surface du cercle est égale au 
►roduît de sa circonférence par la moitié du 
ayon; ou bien au produit de la demi-circon- 
^rence par le rayon* 

300. La surface d'un secteur circulaire est 
gale au produit de son arc par la moitié du 
ayon , ou au produit de la moitié de l'arc 
ar le r^yon, 

Probliême, 

3oi, Le rayon du cercle étant supposé 
gai à r unité y trouver la longueur iT un. arc y 
ont la corde est donnée. 

La Géométrie que nous |raitoris , ne peut 
?soudre ce problème que par approximation, 
etle solution est déjà comprise dans le théo- 
îme (ss84), chapitre précédent. .Connoissant la 
3rde BG de l'arc dont on demande la lon- 
Lieur , vous ôterez le quarré de cette corde 
e 4 j quarré du diamètre ; il restera Iç quar- 
3 de AG. L'extraction de cette racine vous 
^ant fait connoitre cette corde AG , vous y 
jouterez deux , et tirant la racine quarrée 
e la somme, vous aurez AH. Vous ajouterez 
ncore deux entiers, et tirant la racine quar- 
te de la somme , vous aurez AL. Tirant én- 
3re la racine quarrée de a+AL , vous aurez 
R. Vous approcherez insensiblement du dia- 
lètre , et après cinq ou six extractions de 
îcine quarrée , vous obtiendre^z deux valeurs 
Dusécutives de AM ou AN, qui ne différe- 
3nt entr'elles que dans la quatrième ou dans 
t sixième décimale. Alors ; si vous jugez 

cette 
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cette erreur assez petite , pour être néfâigêè^ 
vous ôterez Q-f-ÂM « qui est le quarré de AXj 
de quatre , quarré du diamètre ; f il restera le 
quarrë de BN , dont la raciue sera la petite 
corde BN ; laquelle étant supposée égale à ! 
l*arc qu elle soûtend ^ et doutuée autant de : 
fois de suite que ^ous aurez eu de racines à | 
extraire ,* vous fera connoitre la longueur de j 
BHG, dont la corde est la droite donnée B6. 

Le problème suivant nous donnera ou 
exemple de ce procédé. 

Problâhe. ^ 

3oa. Trouver le rapport du diamètre à la 
circonférence j ou bien, le rayon étant supposé 
égal à r unité, trouver la demi^circonfùrence. 

Le chapitre précédent nous a fait connoitre 
les côtés du triangle et de l'exagone, du quar- 
ré et de l'octogone, du pentagone et dû déca- 
gone régulier, et leurs rapports avec le rayon 
du cercle circonscrit, qui dans tous les calculs 
de cette espèce , est supposé égal à Funité. 
Ainsi, choisissant le côté d'un de ces poly- 
gones , le problème précédent nous fera trou- 
ver la longueur de l'arc qu'il soûtend , lequel 
multiplié ensuite par le nombre très-conuu 
qiii exprime son rapport à la demi-circonfé- 
rence, fera trouver cette dernière. 



son 



On choisit de préférence l'exagone, parcequc 
côté est judte égal au rayon, et que Tare qu*il 
soûtend est le tiers de la clemi-circonférence. ; 

Ainsi, (,Fig. 98) prenant TarcEG égal au tiers de la ■ 
demi-circonférence 9 nous Je diviserons en deux égale- 

men( 
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• 

rident en H ; nous divmrons 'l'arc BH en deux éga- ' 
lement en I ; Tare BI en deux également en ^; 
'Farc BK en deux également en L, et ainsi de suite. 

Calculons d'abord la suite des cordes AG, AH, 
AI , AK , AL etc. chacune jusqu'à douze décimales. 
Cela suffira pour trouver à six décimales le rapport 
du diamètre à la circonférence. 

Le rayon égal au côté de l'exagone BG, étant i, 
le quarré vde AG sera égal à trois fois le quarré du 
rayon : la corde AG sera donc égale à la racine 
quarrée de 3; ainsi AG=i,732o5o 007569. 

La seconde de ces cordes AH sera la racine 
quàrrée de s+AG : égale à i,g3i85i 65a578. 

La troisième AI sera la racine quarrée de a+AH ; 
ce qui se réduit à 1,982889 722747* 

La quatrième AK sera la racine quarrée de Qe^ 
AI; ce qui se réduit à 1,995717 846477. > 

La cinquième AL sera la racine quarrée d% 
fi+AK: cette corde sera égale à I9998929 174952. 

La sixième AM sera la racine quarrée de 2+ AL; 
on trojuvera cette corde égale à 1,999732 275819, 

La septième AN sera la racine quarrée de 2H^ 
AM ; elle sera trouvée égale à 1^999933 067835. 

La huitième AO sera la racine quarrée de 2-+^ 
AN ; elle sera égale à 1^999983 266889. 

La neuvième AP sera la racine quarrée de a+ 
AO : on la verra égale à i^gd^QQ^ 816718 

Des cordes qu'on vient do trouver, on passera 
immédiatement au calcul des cordes BG, BH, BI, 
BK etc., calcul facile, parceque la somme des quar- 
rés BH* et AH* , BI* et AI*, BK' et AK" etc. est 
par-tout égale à ijuaùre. 

La 
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La première de ces cordes BG, comme cSté de 
Texagone régulier , est égale à Tmiité, 

La seconde BH est la racine quarrée de fi— AQ; 
elle se trouvera égale au nombre 0}5i7638 ogofioS. 

La troisième ÈI sera la racine quarrée de ft-«-AH; 
on la trouvera égale à o,Q6io5â 384440, 

La quatrième BK sera la racine de -fi— AI ; égals 
'k o,i3o8o6 >fi5846o. 

La cînqnième BL sera la racine de fi-— AK; 
égale i o.o65438 1 65543. 

^ La sixième BM sera la racine de fi— AL ; égale 
i o,o3fl7fl3 463fi53. 

La septième BN sera la raciûe de fi— AM; 
égale à 0,0 i636fi '279208. 

La huitième BO sera la racine de 2— AN ; égale 
a 0,008181 ^o8o5fi. 

La neuvième BP, sera la racine de fi— AO» 
égale à 0,004090 6i258fi. 

La dixième BQ sera la- racine fi— AP ; égale à 
o,oo2:>45 307361. 

Toutes les cordes qu*on vient de trouver, sont 
les rôtçs des polygones, inscrits au cercle. Les 
deini'circonférences de ces polygones sont égales à 
3BG, 6BH, 12BI, 24BK, 48BL, 96BM, 192 BN, 
384 BO, 7^8 BP, i536 BQ. Ainsi , les nombres de 
côtés inscrits au demi-cercle étant ceux de la pre- 
mière colonne , on trouvera par de simples multi- 
plications , ceux de la seconde , qui expriment leurs 
contours : 



3 
6 

12 

24 
48 

96 

102 

384 

76» 

i536 



_ < 

0,0 00000 1 oooôo 

3,105828 541230 

3,132628 61 3280 

3,1 39350 2o3ii2 



3,i4io3i 
3,141452 



95oq6o 

473344 



3, 141 557 608704 

3,i4i583 887360 

3,141590 435328 

3ji4i592 o3i232 



ïut% 
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Les deux derniers demi-polygones ne diffèrent 
plus entr'eux que de seize dix-niiUiomèmes, Et 
coinme les différences de ces nombres vont visible- 
ment en décroissant, de manière que le dernier de 
ces demi-polygones doit moins différer de la demi- 
circonférénce de cercle, qu'il ne diffère du deniî- 
polygone qui le précède immédiatement , on peut 
donc assurer que , le rayon étant supposé égal à 
Tunité , la demi-circonférence est 'i^i^xàgi , sauf 
lea décimales qui viennent après la sixième. 

Telle est donc la méthode qu'enseigne la Géo- 
métrie élémentaire, pour trouver le rapport du dia- 
mètre à la circonférence. On peut de cette ma* 
nière en trouver autant de décimales qu'on veut, 
mais il faut employer dans toutes les extractions de 
racine quarrée, au moins deux fois autant de déci- 
males , que le rapport demandé doit avoir. 

On peut apporter plus de précision à cette re- 
cherche, en y faisant entrer la considération àes 
-polygones circonscrits au cercle, que la connoissance 
des cordes AG, AH, AI etc. rend de* la plus grande 
facilité. Il a été démontré en (267), que le côté du 
polygone inscrit est au côté du polygone circonscrit, 
et par conséquent aussi le contour du polygone in- 
scrit à celui (lu polygone circonscrit, comme la corde 
supplémentaire AG est au diamètre AB (F/^. 98). On 
31'aura donc qu'à augmenter les demi-contours des 
polygones inscrits qu'on vient de trouver , dans les 
rapports successifs AG;â , AH:& , Alla, AKls^ 
AL 112, pour avoir les demircontours àes polygones 
circonscrits. La petite table suivante présente les 
résultats de ces calculs , réduits à sept décimales ; 
ce sont les seules sur lesquelles on peut compter, 
après avoir borné \ douze l'extraction de ses racines 
quarrées. On voit dans sa première colonne, les 
nombres des côtés des demi-polygones , inscrits et 
circonscrits au demi-cercle ; et dans le^ deux autres^ 
leurs contours respectifs. 
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^768 
i536 



SyOOOOOOO 

3,io68&85 
3,i3fi6a86 
S,i3935o2 
5,i4io3so 
3,i4i45&5 
5,1416576 
8,i4i5839 
3,1415904 
3>i4i59Si 



3,4641016 
5,fti53(|c>3 
8,i5c^eSD» 
3,i46€i86sf 

3,i492'46 

3,l4to7Si 

3,i4ii 
3,1416410^ 

3,i4ir 

3>i4ii 




La domi-circonference du cérdc dent le iniUett 
entre deux demi-polygones inscrit et circonserît d'un 
même nombre de cotés ; mais elle n*en est ce^m^ 
dant pas la moyenne arithmétique. I^analyse nous 
apprend , qu'il faut ajouter à la première , bob k 
moitié 5 mais U tiers de leur différence ^ pour ai'SÎi 
la valeur très-approchée de la denû-circonférei^GS da 
cercle. On va voir dans la table suivante les résul* 
tats qu'on aura. . 



3 
6 

i 

96 





> • • 3,i45i34gi 

► . . 9,i4i63qi 
» • « 3»i4iôg55 
. . . 3,i4i59^ 
, • • 3,1415927 
. • • 3,1415907 
. • • 3,i4i59a7 

^ . • 3^1415927 

r » • 3,i4i59&7 
. . • 3,141^^7 

Les cinq derniers nombres de cette table, a)^ 
lument égaux entr*eiix, prouvent que le râ^on étiat 
supposé égal \ Tunité , la demi-circonféreuce t%K 
3,i4i59&7 sans qu'il y ait l'erreur d'z/ii dans la seç* 
tième décimale. On voit aussi^ qu'eu ég^rd à-la-fôM 
aux polygones inscrits et circonscrits j et en ajoutant 
au premier le tiers de la différence qui est entre les 
deux , il sufSsoit d'avoir inscrit au demi-cerde olS 
cordes égales , et qu'on pouvoit se dispenser d'aller 
plus loin. Mais aussi la démonstration de cette 
règle excède déj[à les bornes de la Géométrie élé« 
mentaire» 

Le 
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Le rapport i:S,i4i5gâ7 se réduit successivement 
des rapports plus simples ; on y parvient en em- 
lyant la méthode des diviseurs dont nous ayons 
rlé dans nos Élémens d'Arithmétique. On en re- 
e les quotiens successifs 3, 7, i5, 1; d'où il ré- 
Ite les rapports suivans : 

t : 3 

7 : C2 

100 • • . 333 



11 



ù • • • d03 



De tous les nombres qui ne sont pas plus 
ands, ceux-ci expriment le ptus exactement pos* 
ble le rapport du diamètre à la circonférence. 
3uIoir en chercher d'autres et de meilleurs, c'est se 
ontrer fort ignorant dans les principes de la science. 

j^rcJiimede 8*occupa le premier de cette recherche 
aportante : il y employa le polygone inscrit et cir- 
mscrit de 96 côtés chacun. Il trouva que ce rap- 




par 
illiemes par défaut. 

Long-tems après lui, Ijuâolph van Ceideuj Aile- 
land (le naissance, mort ^ Leyden , en 1610, pouB- 
i ce même calcul jusqu'à 34 décimales. 

Adrien Metius ^ Géomètre de Franeker ^ mort 
a 1635^ se lit une autre espèce de mérite, par la 
écouverte des nombres ii3 I 355 ; mérite bien 
lible aujourd'hui , mais qui en étoit . un dans son 




£n admettant les racines quafrées des nombres 
|ui ne sont pas des quarrés parfaits, admissibles 
în Géométrie , mais que TArithmétique exclut 
crame incommensurables ^ ledit xu)mbre «era repré- 
senté 
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tenté fort exactement par les trois cinquièmes ide 
S-rl^S. Cela fait 3914164; on aura doue une erreur 
par excès égale à cinq 5ur cent mille. 

Il en résulte la consfrurtion suivante pour troo- 
▼er la longueur de 1^ circonférence, quand le diamètre 
est donné. < /7 «-. 10&.) Faites AB égale an diamètre; 
élevez en B la perpendiculaire BC, égale au rayon; 
joignez AC, et portez AB de A en D. Alors , si 
vous ajoutez à BC, la cinquième partie de CD, 
vous aurez la longueur d'un arc^ égal à un sixièmt 
de la circonférence. 

Réciproquement , la demi-circonférence étant 
supposée cgale à 7/// , le rayon sera égal aux cinq 
douzièmes de 3 — J/'S. 



303. Nous pouvons donc mettre le rap- 
port du diamètre à la circonférence, au nombre 
des quantités entièrement connues, et nous 
regarderons comme résolus, ou comme sus- 
ceptibles de l*ètre , tous les problèmes qui en 
dépendent. 

304. Nous désignerons ce nombre 3, 14159^7 
parla lettre grecque »; elle lui sera consacrée 
par la suite. La demi circonférence sera donc 
égale au rayon , multiplié par ». La surface 
du cercle , égale à la demi-circonférence mul- 
tipliée par le rayon , sera égale au quarré du 
rayon, multiplié par x. Le quarré du dia- 
mètre sera donc à la surface du cercle, comme 
4:»; et le diamètre sera au côté d'un quarré 
qui est égal à la surface du cercle , comme 

Le quarré du diamètre sera donc à la surface 
du cercle, comme 14 ; 11, si on suppose, d'après 
Archiméde , que le diamètre est à U circonféreaco 
comme 7;sflu 

Le 
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Le diamètre est au côté d'un quarre égal à la 
urface du cercle, comme ilofiQSoSfy^ rapport qui 
e réduit successivement à ceux de 9:8 9 de 35;3i , 
le 44 : 39^ enfin de 1J67 : 148. 

Problème. 

3o5. Trouver la longueur iTun arc de 
cercle BFD ; de même que la surface d^un sec* 
teur circulaire BADFy et celle du segment BFD. 
(Fig. io3.; 

Solution. 

L'angle au centre A étant exprimé en par- 
dès de l'angle droit , il faut faire la propor- 
tion : l'unité est à l'angle droit , comme le 
f{uart de circonférence est à la longueur de 
Tare' BFD. Cet arc sera donc égal au rayon, 
multiplié par î^rA. 

Le secteur circulaire BAD est «égal à la 
tnoitié du produit de l'arc par le rayon; il 
sera donc égal au quarré du rayon , inulttplië 
par ijr A. 

Le segment est égal à l'excès du secteur 
BADF sur le triangle BAD. Ce dernier est 
égal à la moitiés du rayon , multipliée par la 
Ixauteur DE. Le segment sera donc égal à la 
moitié du rayon, multiplié par l'excès de l'arc 
BF£ sur la perpendiculaire D£, ou BFD— D£« 



ONZIEME^ 

LES PLANS. 



DiêFiïriTioirs. 

k 

3o6. Dès le commencement de cet ouvrage 
nous ayons fait sentir que par le terme d'angle 

L on 
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on designoit rinclinaison d'une ligne droite 
vers une autre, ou vers une surface plane, ou 
rinclinaison mutuelle de deux surfaces planes. 

3o7^ L'angle dont nous nous sommes oc* 
cupës jusqu'ici , ayant exprimé TîncUnaison 
mutuelle de deux lignes droites , nous emplo- 
yerous dorénavant , pour le distinguer des 
deux autres, le terme à'angle linéaire. Nous 
nommerons angle piano-linéaire rinclinaison 
d*une ligne droite vers une surface plane: et 
angle plan Tinclinaison mutuelle de deux sur- 
faces planes. 

D*après l'exemple donné par ^udide ^ presque 
toas lesGeon^ètres ont nommé angle vlan ceUii que 
nous nommons angle linéaire 9 et qui exprime l'in* 
clinaison de deux lignes droites. Ni Euclide ni au« 
çun de ses successeurs, n*ont jamais songé \ de^ 
signer par un terme particulier l'inclinaison mutuçUai 
de deux surfaces planes. Les modernes enfin en onC 
senti la nécessité ; et pour exprimer cet angle , îl« 
ont proposé, tantôt le terme cVang/e dièdre, tantôt 
celui de coin. Quant à l'angle p^ a no- linéaire , ja- 
mais il n*a été proposé de lui donner un nom«> 
Peut-être les dénominations très-précises à* angle U'^ 
neaîre , d'angle plano-lineaire, et à* angle plan, sup^ 
pléeront-elles à ce défaut. 

3o8. L'intersection commune des deux sur» 
faces qui sont les côtés de l'angle plan, lui 
tient lieu de sommet. Cette intersection doit 
être une ligne. Prenant à volonté deux points 
dans cette ligne, que Ton joindra par une 
ligne droite, cette dernière, devant se trouver ' 
en même lems dans l'une et dans Vautre des 
deux surfaces, sera leur intersection commune, : 

Le sommet de l'an«l xM^ ^^^ ^^^^ ^^^ ligue 
droite. ^^^ ^ 

309/ 
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309. Comme chacune des deux surfaces 
ui forment l'angle plan, peut prendre une 
ifinitë de positions différentes , %n tournant 
itour de leur intersection cohimuQe» on voit 
ii'une seule ligne ^droile ne suffit pas pour 
éterminer la position d'un plan. ^ Mais si on 
ippose un point fixe hors de cette ligne , le 
lan tournant pourra être arrêté à ce point^. 
I; alors sa position sera déterminée. 

3to. Il faut donc aii moins trois points ^ 
our déterminer la* position d'un plan r^.encore 
es trois points ne doivent pas être situés ea 
^ne droite. Deux lignes droites qui se ren« 
)iitrent, deux lignes parallèles entr'elles; uu 
c de cercle , une courbe quelconque décrite 
ns une surface plane, déterminent la posi* 
►n d'un plan, parcequ'il en résulte toujours 
>is points, qui ne sont pas situés en ligne 
oite. 

Poar désigner un angle plan , il Faudra donc 
^tre lettres , dont celles du milieu seront prises 
ir rintersection commune ; et dont les c^eux ex- 
^mes marqueront deux autres points quelconques^ 
is à volonté dans les deux plans , mais hors de 
U.r intersection commune. Les trois premières de 
s quatre lettres fixeront la position de l'un des 
211X plans , et les trois dernière^ déterminerone Itf 
Qsition de Tautre, 

C'est ainsi que l'angle jplan désigné parles quatre 
cttres ABCD , sera forme par l'inclinaison mutuelle 
les deux plans ABC et BCD , ayant pour intersec- 
ion commune la ligne BC. 

Pour désigner un angle piano-linéaire , il faudra 
•gaiement quatre lettres ; mais pour le distinguer de 
*angle plan que ces mêmes lettres déslgneroienc 

L fi aus- 
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aussi 9 nous mettrons deux fois de suite la lettre { 
qui marque le sommet de l'angle j^ano-linéaire. 

C'est ainsi que l'angle plano-]inéâire, désigné ] 

et les lettres ABBCD, exprimera l'inclinaison de I 
droite AB vers le plan BCD, qu'elle traverse au 
point B. 

3ii. Une ligne droite, ou une surface 

i)Iane sont parallèles à une autre surface plane, 
orsque prolongëes indéfiniment de toutes parts^ 
elles ne peuvent jamais se rencontrer. 

3ia. Corollaire I Lorsque deux plans pa» 
tallèles sont coupes par un troisième, les deux 
lignes droites qui en forment les intersections 
communes, sont parallèles entr 'elles. Car elles 
sont situées dans un même plan, dans lequel 
prolongées indéfiniment de part et d'autre, 
elles ne peuvent jamais se rencontrer. 

3i3. Corollaire II. Les lignes parallèles, 
comprises entre des plans parallèles , sont ' 
égales entr'elles. Car joignant entr'eux les 
points d'intersection , qui se trouvent dans les 
deux plans, on aura un parallélogramme parfait. 

3i4. Corollaire III. Deux angles linéaires, 
non situés dans le même plan^ sont égaux en- 
tr'eux , lorsqu'ils ont leurs -^côtés parallèles , et 
dirigés dans le même sens à la fois, ou à la 
fois dans des sens opposés. 

4i5. Corollaire IV- Et si deux de ces cô- 
tés parallèles étoient dirigés dans le même 
sens, et les deux aU*^^^ ^^ ^^^^ contraire, les 
angles linéaires coojpri^ ^'^^^^ ^^^ ^^^^^ quoique 
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i 

non situés dans le même plan, feroient en* 
semble la somme de deux droits. 

3i6. Corollaire V. Deux droites, com- 
prises entre des plans parallèles, et situées dan» 
un même plan , sont coupées en parties pro- 
portionnelles; la démonstration de (167) étant 
applicable ici. 

317. Corollaire VL Réciproquement, si 
les côtés d'un angle linéaire sont respective- 
ment parallèles aux côtés d'un autre, les plans 
de ces deux angles sont parallèles entr'eux* 

Théobeme^ 

3 1 8. La ligne SJ, perpendiculaire à deux 
lignes quelconques BAG et DAE y qui sont me^ 
nées dans le planMN, et qui se croisent dans 
son pied en A y est aussi perpendiculaire à 
toute autre droite ^ telle que CylF, qu on peut 
mener par le point A , dan^ le même plan 
MN. (Fig. iq5.; 

De part et d'autre du point A, faites AB= 
AG, .et AD=AE ; tirez les lignes BCD et GFE ; 
ensuite, du point S menez aux six points B » 
C, D, E, F, G, les lignes SB, SC, SD, SE, 
SF, SG. 

La parfaite égalité des deux triangles BAD 
et GAE , ayant les angles verticaux en A com- 
pris entre les côtés égaux AB=AG , et AD= 
jAE, et traversés de plus par la ligne CAF, 
semblablement disposée dans Tune et dans 
l'autre , prouve d'abord que les lignes BD et 
G£ , de même que AC et AF , sont égales 

en- 
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cntr'elles; et que de plus on aura BC=GF> 
et DC=EF. , • 

Les triangles SAB et SAG , ayant le coté 
SA commun entr'eux , les côtés AB et AG 
égaux par construction, et les angles SAB et 
SAG égaux par supposition, seront parfaite- 
ment égaux entr'eux; ce qui donne SB=SG. 
II en sera de même des triangles SAD et SAE, 
qui donnent SD=SE. 

Cotnparant enfin les triangles SBD et SGE, 
on trouvera les côtés de l'un égaux aux côtés 
homologues de l'autre ; savoir BD=GE, SB= 
SG, SD=SE; et de plus BG=GF, PC— KF. 
Il s'ensuit que les lignes SC et SF sont égales 
entr'elles. 

Ainsi la ligne SA, ayant deux de ses points 
A et S à égales distances des deux points G 
et F, sera, perpendiculaire sur CAF, 

Et comme il en seroit de même de toute 
autre ligne, menée par A dans le plan MN, 
îl s'ensuit qu'une ligne telle que SA, perpen- 
diculaire à deux lignes menées dans le plan, 
sera aussi perpendiculaire à toutes les autres 
qu'on peut mener dans le même plan; et par 
conséquent au plan entier. 

I 

3 19* Corollaire I. La perpendiculaire SA 
est plus courte que toute oblique , menée du 
point S à un point quelconque du plan MN; 
et elle mesure la distance de l'un à l'autre. . 

320. Corollaire IL Dans un point donné 
sur un plan^ on ne peut mener qu'une seule 

per- 
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, perp>iidiGuIaire à ce plan: et d'an point hors 
de lui on ne peut abaisser non plus qu'une 
seule perpendiculaire sur le plan. 

3a I. Corollaire ïlt. Si du point A comme 
centre, avec un rayon prisa volonté, on trace 
une circonférence de cercle dans le plan MN, 
tous les points de celte circonférence seront à 
la même distance de S. "^ 

3a 2. Corollaire IV. Plu* géiiéralement , le 
cercle décrit dans le plan MN'^ qui a pour 
centre un poiiït quelconque de la perpendi* 
culaire SA , aura aussi pour centre tous lei 
autres points de cette perpendiculaire. 

323. Corollaire V. De deux obliques, par- 
tant du même point S, et inégâletnent éloig- 
nées de la perpendiculaire^ la plus éloignée est 
la plus longue , et réciproquement* 

324* Corollaire Ylt Deux lignés, perpen^ 
diculaires au même plan, sont parallèles ^n- 
tr'elles. 

Sa 5. Corollaire VII. Réciproquement, si 
une ligne est perpendiculaire à un plan, toute 
autre ligne qui lui est parallèle ^ setik perpen- 
diculaire à ce même plan. 

T H É o K È M B« 

326. Si un angle droit, tel que SAB y 
tourne autour de Vun de ses côtés , tel que SA^ 
Vautre' côté A B décrira par ce mouvement un 
plan, perpendiculaire à SA. (Fig* 10 5.^ 

Ce 
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Ce théorème est l'inverse du précédent. 
La ligne SA reste perpendiculaire à AB, dans 
toutes les différentes positions quelle peut 
prendre en tournant autour d'elle. Donc , en 
vertu du théorème précédent , elle sera ' per- 
pendiculaire au plan entier qu'on aura fait 
passer par deux quelconques de ces positions. 
Et toutes les autres positions doivent nécessai« 
rement se trouver dans ce même plan ; sans 
quoi il y auroit dans^ un même point de la 
vnème ligne droite^ et dans le même plan, 
deux lignes différentes, et cependant perpen- 
diculaires à cette droite; ce qui est impossible. 

Théorème. 

327. Soit BA perpendiculaire sur le plan 
MN y et EF une ligne menée dans ce plan^ 
Si de A on mène AS perpendiculaire sur EF^ 
la ligne BS, oblique au plan MNy sera s:epenr 
dant perpendiculaire sur EF. (Fig. 106.) 

Menez AC, parallèle à SF; par conséquent 
perpendiculaire sur AS, et se trouvant comme 
elle dans le plan MN. Cette ligne, perpendi- 
culaire sur AB et AS à la fois, sera donc per- 
pendiculaire sur tout le plan SAB (3 18). Ainsi 
ESF, parallèle à AC, devant être perpendicu- 
laire au même plan, le sera à toutes les lignes 
qu'on pourra mener dans ce plan^ et par con- 
séquent aussi à la ligne SB. 



Théorème. 

3 a 8. Les mêmes choses étant supposées, h 

'est ell 
même 



3 a 8. Les mêmes choses étant supposées, h 
ligne SB , perpendiculaire sur SF qui est elle' 

même 
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même perpendiculaire sur AS , fera un angle 
oblique avec, toute autre ligne SCy qu on pourra 
mener par S dans le plan MN. Et si sur 
AS comme diamètre on décrit une circonfé- 
rence de cercle dans le plan MN , qui coupe 
la ligne SC en D, le triangle BSD , de même 
que BAS 9 seront tous les deux 'rectangles, Vun 
enDj Vautre en A. {Fig. lO'j.J 

Abaissant du point A, et dans le plan MN, 
une perpendiculaire AD sur SC , la ligne BD 
sera pareillement perpendiculaire sur SD, enr 
vertu du théorème précédent. Ainsi , le tri- 
angle BDS devant être rectangle en D, l'angle 
BSD sera nécessairement aigu , et la ligne BS 
sera oblique vers SC. De plus, le point D 
doit nécessairement se trouver sur une circon- 
férence de cercle , décrite dans le plan des 
lignes As et SD, c'est-à-dire, dans le plan MN, 
et ayant AS pour diamètre. 

Problême. 

Sag. Construire graphiquement ^ ou dans 
un plan , les angles BSD , compris entre la 
ligne SB du théorème précédent ^ et les dif 
férentes lignes SD , menées par S dans le 
plan MN ^ sur lequel BA est perpendiculaire^ 
(Fig. 107.; 

Ayant abaissé de B sur le plan MN la 
perpendiculaire BA , et mené la ligne AS , 
transportez le triangle rectangle SAB sur le 
plan du papier en SAB (Fig, 108.J; élevez sur 
AS , comme diamètre , une circonférence de 
cercle; enfin du centre S, avec le rayon SB, 

dé. 
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décrivez une autre circonférence decercle, qui 
rencontrera le diamètre SA prolongé - en K ; 
et la ligne AD au point I, que vous joindrez 
au point S. par la ligne SI, faisant avec SD 
Tangle ISD. Alors, ayant transporté l'angle 
ASD (Fig. 107J en ASD (Eig. 108.J, Tangle 
BSD, vu en perspective dans la première des 
deux figures, sera identiquement le même que 
Tangle ISD , graphiquement construit dans la 
seconde. Cela est fondé sur la parfaite égali- 
té des triangles BSD, ISD; rectangles tous les 
deux en D (SaS) : ayant les côtés SB et SI 
égaux par construction , et les cotés SD et SD 
des deux figures , égaux par supposition. 

33o. Corollaire I. Comparant entr'eux les 
différens triangles ISD , en allant de C vers 
B, on leur trouvera les hypoténuses égales, 
depuis SK jusqu'à SB; et les bases SD, allant 
en croissant depuis zéro jusqu'à SA. Ainsi 
leurs angles à la base ISD, iront en décroissant, 
depuis le premier KSF, qui est un angle droit, 
la ligne SD étant alors tangente du cercle en 
S, jusqu'à BSA, identique avec BSA de l'autre 
figure. 

33 r. Corollaire II. Donc, de tous les 
angles aigus que la ligne BS {Fig* 107.J fait 
avec les différentes lignes SC , menées par S 
dans le plan MN, en allant de S vers la per- 
pendiculaire BA , le plus grand est l'angle 
droit BSF, la ligne SF étant perpendiculaire 
alors aux deux lignes SA et SB y et fe plus 
petit est l'angle BSA, compris entre SB et U 
base SA. 

Théo- 
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'33a. Vnngle pîano" linéaire que /aJlt la 
droite BS ayec lé plan MN , est' le même que 
r angle BSA , compris entre SB et la base SA, 

Elevez en S la ligne SG , perpendiculaire 
au plan MN, et par conséquent parallèle à 
AB. L'angle piano-linéaire BSSMN est hatu- 
rellemeut celui qui fait un angle droit avec 
BSG. Or , les points S , A , B , G faisant en- 
semble le plan SABG , l'angle BSA est jprécisè- 
ment ce qu'il faut ajouter à BSG pour faire 
un angle droit. 11 exprime donc l'angle pla- 
no-linéaire BSSMN. 

333. Corollaire I.^ L'angle plano-linéaire 
BSSMN est donc le moindre de tous les angles 
aigus, et, pris de l'autre côté de SB, le plus 
grand de tous les angles obtus , que fait la 
ligne SB avec les lignes menées par S dans le 
plan MN. 

334. Corollaire II. Une ligne fait avec 
tout plan qu'elle rencontre , de part et d'autre 
des angles piano-linéaires contigus y ' dont la 
^mme est égale à celle de deux angles droits. 

335. Corollaire 111. Si elle traverse entiè- 
rement le plan, elle fait avec lui des angles li- 
néaires verticaux , égaux entr'eux. 

336. Corollaire IV. Si deux où plusieurs 
plans parallèles entr'eux sont traversés par une 
ou plusieurs lignes parallèles entr'elles, et que 

les 
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Ie2i angles piano-linéaires qui résultent de ces 
inteiC:sections sont comparés enlr'eux deux à 
deuoki on les trouvera , ou égaux entr'eux, ou 
faisaot ensemble la somme de deux angles droits^ 
d'après que leurs côtés parallèles sont diriges 
à-la-fois vers le même sens y ou à-la-fois dans 
des sens opposés , ou qu'il y en ait deux diri- 
gés vers le même sens, et les deux autres dans • 
un sens opposé. Et réciproquement. 

337, Corollaire V. Une ligne perpendicu- 
laire à un plan , est perpendiculaire à tout 
autre plan qui est parallèle à celui-ci. Et un 
plan perpendiculaire à une ligne, est perpen- 
diculaire à toute autre ligne qui est parallèle à 
la première. 

Théorème. 

338. V angle plan y comprk entre deux sur- 
faces planes DG et EFy qui ont pour intersec- 
tion commune la ligne droite AB y est exprimé 
par V angle linéaire , formé par les lignes BD 
et BE , menées dans les deux plans DG et EFy 
perpendiculairement à leur section communt 
AB. (Fig. 109.^ 

L'angle plan DABE peut être considéré 
comme engendré par le mouvement de Tun 
des deux plans DAB autour de l'intersection 
commune AB. Pendant ce mouvement, toute 
ligne menée dans le plan DAB perpendicu- 
lairement à leur intersection commune , telle 
que BD , décrira une surface plane à laquelle 
Tintersection commune AB restera constaixi' 
ment perpendiculaire (3a6). Au commence- 
ment 
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lent de la révolution, l'un des deux plans étant 
ncore couché sur l'autre, les deux perpendi- 
ulaires léseront de même. Le plan DAB étant 
evenu perpendiculaire sur sa position prinii- 
ve , apçès avoir fait un quart de conversion 
utour de AB , la ligne BD aura fait un quart 
e conversion de son côté, et sera aussi deve- 
ufi perpendiculaire à la position d'où elle étoit 
partie. Et dans toutes les positions intermé- 
liaires, on verra le mouvement de la droite 
ntière BD, ainsi que de toute autre qui est 
>erpendiculaire à l'intersection commune AB, 
ibsolument simultané avec celui du plan DAB; 
ît les deux angles du théorènae, s'évanouir en- 
lemble, devenir des angles droits ensemble, et 
Faire en même tems la somme de deux angles 
iroits. Donc, l'un pouvant servir de mesure 
Il l'autre, l'angle plan DABE se trouvera re- 
luit à l'angle linéaire DBE, compris entre les 
Jeux perpendiculaires BD et BE. 

Ce théorème est fertile en conséquences; 
X)mbiné avec les précédents, il nous permet 
l'étendre à des plans différens, mais parallèles 
într'eux, la plupart des théorèmes, concernant 
égalité des côtés et des angles comme consé- 
{uence naturelle du parallélisme des lignes, 
ît qui n'avoient pu être démontrés jusqu'ici 
{ue dans le seul cas où la figure étoit toujours 
lupposée construite dans un même plan. Nous 
es présenterons comme corollaires. 

" 339. Corollaire L Les angles plans contî- 
rus , formés par la rencontre de deux plaiis , 
ont ensemble deux angles droits. (14.) 

340. 
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340. Corollaire II. Les angles plans Trsrti* 
caux^ formés par riotersectioû de deux, plans, 
sont égaux enlr'eux. (17.) 

341. Corollaire III. Les angles externes 
internes du même côté, externes alternes et 
internes, alternes , , que deux plans parallèles 
peuvent former avec un troisième qui les tra- 
verse, sont égaux entr'eux. (63.) 

34a- Corollaire IV. Les angles externes in- 
ternes alternes, externes du même coté, et in- 
ternes du même côté , que deux plans paral- 
lèles font avec un troisième qui les traverse, 
font ensemble la somme de deux angles droits. (63) 

je pian mn , esi: egai a i an^ie pian, compris 
entré le plan MN , et le plan SBF, conduit 
suivant la ligne SB et une autre ligne SF, 
perpendiculaire à SB, et située dans le plan 

MN (332). 

344* Corollaire VI. Donc , si la ligne BA 
est perpendiculaire au plan MN , ce qui b 
rend perpendiculaire à toutes les lignes qu'on 
peut mener par son pied A dans le jdan MN, 
tout plan conduit suivant BA , sera perpendi- 
culaire au même plan MN. 

345. Corollaire VII. Réciproquement , si . 
le plan SBF fait un angle quelconque avec le* ' 
plan MN, la ligne menée dans le premier des 
deux plans, perpendiculairement à leur inter- ^ 
section commune SF, fait avec lautre un angle ^ 

pla- 
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plano-linëaire, égal à l'angle que font les deux 
plans entr'eux. (Fig. loU.) 

346. Corollaire YIU, Donc.enfin» si les 
ieux plans DG et EF sont perpèndiculaues à 
a fois à un troisième plan MN , leur inter- 
jection commune AB sera perpendiculaire à ce 
néme plan MN. (Fig. 109.^ 



Problème. 



\ 



^7. j^ baissant d'un point Quelconque. B 
rwr TO plan MJV, la perpendJiçi/Llaire BA ^ et 
? oblique BS , on demande de construire gra- 
ohiquement V angle plan , compris entre le 
olan MN , et tout autre j>lan conduit suis^ant 
V oblique SB. (Fig. 106. 107.J. 

La position de la ligne SC étant supposée 
îonnuc comme devant déterminer aveeSB celle 
lu plan dont on cherche Tinclinaison avec le 
plan MN, abaissez de A sur SD la ligne AD , 
5t tirez SD. Les triangles ADS et BDS étant 
tous les deux rectangles en D (3a8) , Fangle 
blan demandé BSDA sera escprimé par Fangle 
Linéaire BDA (338). Cet angle appartient au 
triangle rectangle BDA, dont la hauteur BA 
est supposée connue, et qui a pour base la 
ligne AD , dont le (Juarré est égal à- la diffé- 
rence des deux quarrés de AS çt de SD (tioS), 
donnés l'un et l'autre par la nature du pro* 
blérae. 

Donc, ayant transporté le triangle rectangle 
SAB sur le plan à\x papier en SAB {Fig. io8>, 
^evez sur AS comme diamètre une cireonfë. 

rence 
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rence de cercle , qui coupera en D la ligne 
donnée de position SD ; tirez AD ^t portez la 
du point A comme centre en H. L'angle BHA 
sera Tangle demandé ; il exprimera l'inclinai- 
son du plan BSD vers le plan MN. 

348. Corollaire I. Ainsi , en allant de A 
vers S, cet angle va constamment en dimi' 
nuant. La ligne SD se trouvant encore cou- 
chée sur SA, ce sera un angle droit : car il 
sera conduit suivant B A, qui est supposée per- 
pendiculaire sur le plan MN. Mais à m^lire 
que la ligne SD et le plan BSD tournent, 
l'une autour du point S dans le plan MN , 
l'autre autour de la ligne BS, l'angle plan 

, BSDN , toujours égal à l'angle linéaire ÈHA 
(Fig. iio^ ira en diminuant et il aura la 
moindre valeur possible , lorsque la ligne SD, 
ayant décrit un quart de conversion autour 
de S, sera devenue tangente du cercle, dont 
le diamètre est AHS. 

349. Corollaire II. Dans ce dernier cas , 
l'angle plan BSDN sera l'angle piano-linéaire 
même que SB fait avec le plan MN; lequel 
par conséquent exprime le minimum de l'angle 
variable, que le plan MN, supposé constant, 
fait avec un autre plan, tournant autour de SB. 

Théorème. 

350. Si deux plans parallèles^ tels que MN 
"etPQ (Fig. m) sont traversés^ Vun aux points 
Ai B^ C 9 l'autre aux points Z? , £ , F, par 
trois ou plusieurs lignes , partant d'un point S 

situé 



Les plans. 177 

situé hors des deux plans y parmi lesquelles il 
y a aussi la perpendiculaire SGH , traversant 
Vun des deux en Q , Vautre en H ; ^ 

a. Les lignes SA , SB , SC seront coupées 
aux points D , E , F. proportionnellement en^ 
tr elles et à la^ perpendiculaire SG, 

b. Les polygones formés par ces mêmes 
lignes dans les deux plans sont semblables en* 
treux> 

Les côtësv homologues des deux polygones 
seront nëcessairement parallèles entr'eux, étant 
les intersections communes de deux plans supr 
posés parallèles, faites par les plans SAB, SBC, 
SCA, qui les traversent (3 12). 

Il faut en dire autant des lignes AG, jBG,, 
CG , ainsi que de'DH, EH, FH, situées dans 
les deux plans, et exprimant les dilstances res» 
pectives de tous les angles des deux polygones 
Il la perpendiculaire SGH, 

Ainsi tous les triangles de la figure , aytint 
leur sommet commun en S, et pour bases les 
; cotés ou les diagonales semblablement dispo^ 
■ sées dans les deux polygones, comparés en* 
: semble deux à deux, seront semblables en» 
ïf tr*eux (74)- Tels sont les triangles ASB et 
^, DSE ; les triangles BSG et ESF ; les triangles 
►^ CSA et FSD; de même que les triangles ASG 
L et DSH ; les triangles BSG et ESH ; \t^ triangles 
[ C^SG et FSIL 

Donc, tous les rapports SA:SD, SB; SE, 
SC:SF seront égaux enteux, et chacun de ces 
rapports sera celui de SG:SH (lyS), 

M Les 
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pyramide triangulaire ^ et ses trois angles au soin' 
met, construire la pyramide; de* même que celui- 
ci : inscrire un cercle d*un rayon donné dans Un 
cône donnée droit ou oblique. Nous verrons que 
chacun des deux problèmes admet cfuatre solutions 
différentes : et nous en tirerons la conclusion natu- 
relle , qu'outre la section parallèle à la base, ÎL 
existe encore dans toute pyramide et dans tout côiie 
oblique trois autres sections^ qui sans être paral- 
lèles à la base, ne lui en soat pas moins semblables. 

CHAPITRE DOUZIEME. 

L'A NGLE SOLIDE. 



DÉFiiriTiorrs. 

35a. \J angle solide est l'espacce angulaire 
indéfini , compris entre plusieurs surfaces qui 
se rencontrent dans un point. 

353. Il faut au moins trois plans, dont 
aucun n'est parallèle à l'autre , pour formez^ 
un angle solide. * 

354» L'angle solide est nomme trièdrCy 
tétraèdre , pentaëdre^ exaëdre^ et généralement 
-polyèdre , d'après le nombre des faces qui se 
réunissent dans son sommet. 

355. Chacune de ces faces forme au som- 
met un angle linéaire . et c'est par le concours 
de ces angles que se forme l'angle solide. Les 
angles linéaires eux-mêmes résultent de rincli* 
[. liaison mutuelle des arêtes, qui concourent au 
0oi?amet. 

Ma* 356. 
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350. 'Ces arêtes sont elles-mêmes les 
mets des angles plans , qui résultent Ai 
clinaison mutuelle des faces. 

357. De chaque arête on peut me 
toutes les autres du même angle solide 
cepté les deux arêtes non-adjacentes, des 
diagonaux, dont le nombre par consëqut 
trouve , de même que ^lui des diag 
d'un polygone quelconque, en multipliî 
nombre des faces de Tangle polyèdre, j: 
même nombre diminué de trois (79). 

338. L'angle solide «est donc entière 
différent de ceux que nous avons con 
jusqu'ici. Ces derniers , étant tous lin 
ou réductibles aux linéaires, étoient toi 
décrits dans un même plan ; et l'angle li 
exprimoit Tinclinaison mutuelle de deux 
droites, situées dans un même plan. L 
sure de cet angle étoit l'arc décrit de sor 
met comme centre , et compris entre ses 
Cet arc étoit à la circonférence entièi 
même cercle , comme l'espace indéfini, 
ceplé entre les côtés de l'angle , étoit i 
pace entier , étendu en longueur et ei 
geur , qui constituoit la surface du pi 
l'angle , et dont le centre étoit supposé 
son sommet. 

359. L'angle solide , d'après sa défin 
exprime le rapport dé l'espace indéfini , 
pris entre ses laces , à l'espace entier , é 
d'après se^ trois dimensions autour du 
met de l'angle solide , qui en est suppc 

cent 
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cetitre. Ici la jsimple circonférence de cercle 
devient insuffisante: et pour établir le rapport 
demandé , il faut employer la surface entière 
de la sphère, dont la considération est insépa- 
rable de celle de l'angle solide. L'angle solide 
est à l'angle linéaire , ce que le .corps est à 
la surface^ ou ce que la surface est à la ligne. 

360. Du point S , sommet de Kangle so-. 
lide SABC que nous supposerons ici trièdre, 
et avec un rayon arbitraire, décrivons dans 
les trois faces qui le comprennent , les trois 
arcs de cercle AB, BC et CA (Fig. 112). En 
retranchant alors des faces ce qui dépasse ces 
arcs , les trois faces deviendront des secteurs 
de cercle. Il y en aura trois dans l'angle so- 
lide triè'(ire; savoir les secteurs ASB, ESC et 
CSA. 

36 1. Les arcs de cercle AB , BC et GA, 
considérés de front , formeront alors ce qu^ou 
appelle triangle sphérique, {Fig. 11 3.^ Le tri- 
angle sphérique a donc pour côtés trois arcs 
de cercle , décrits d'un même centre , avec le 
même rayon, dans trois plans différens, con- 
courant ensemble dans un seul point , et ter- 
minés, de part et d'autre par les arêtes de ces 
plans. L'espace renfermé entre les trois arcs, 
et qui sera proprement l'aire du triangle sphé- 
rique , ne sera point une surface plane; il fe- 
ra partie de la surface de la sphère entière , 
décrite du même centre et avec le même ra- 
yon, que les arcs de cercle eux-mêmes. 

36a. D'après cette construction , les angles 
Hnéaires ASB, BSC, CSA , dont les sommets 

ré 



i8ji ^ Chap. XIL 

unis en S forment celui de Tangie solide, an- 
Tont y comme angles au centre , pour Inesure 
les arcs compris entre leurs côtés respectif; 
c est-à-dire ^ les côtés même du triangle sphé- 
rique ABC. 

303. Pour reconnoitre les angles plans du 
même triédre , formés par Finclinaison mu- 
tuelle de ses faces, prenons pour exemple Tangle 
plan CSAB, compris entre les faces CAS et 
BAS ; et dans le point A de son arête AS , 
élevons deux perpendiculaires à cette arête , 
r^ine dans le plan CAS , l'autre dans le plan 
BAS. Ces deux lignes , perpendiculaires en A 
au rayon commun des deux arcs AC et AB, 
seront tangentes de ces arcs en A (laa), et 
confondus dans ce point avec les arcs eux- 
mêmes , elles expriment les directions que 
prennent ces arcs, en partant de A. 

Ainsi Tangle plan CSAB , égal à l'angle 
linéaire que ces deux perpendiculaires com- 
preiment entr'elles (338) , n'est réellement 
autre chose que' celui que les deux arcs AC et 
AB forment l'un avec l'autre au point A; et 
comme il en est de même des deux angles 
plans ASbC et BSCA, les trois angles plans 
qui concourent à former Tangle solide SABC » 
sont identiquement les mêmes que les trois 
angles du triangle sphérique ABC. 

364. Il reste donc à reconnoitre dans ce 
même triangle sphérique ABC, les trois angles 
piano-linéaires, qui expriment l'inclinaison des 
trois arêtes du triëdre vers les faces qui leur soti^ 
respectivement opposées. Abaissons de C suf 
la face opposée ASB la perpendiculaire Q, ^* 

de 
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î I vers S menons la droite IC. Le triangle 
[S, rectangle en I, sera perpendiculaire au 
au ASB (344) ' son angle à la base GSI ex- 
imera l'angle piano-linéaire que Taréte CS 
i t avec ce même plan ; et cet angle aura pour 
esure l'arc CF , décrit du centre S , avec le ra- 
»n SC, dans le plan du triangle rectangle GSI, 
perpendiculaire au côté AB du triangle sphé- 
jue ABC. Comme il en est de même des deux 
très , on voit que les trois angles plano-li- 
aires du triëdre SABC auront pour mesure 
i trois arcs du triangle sphérique ABC, abais* 
j perpendiculairement de ses trois angles sur 
» côtés respectivement opposés. 

365. Ainsi donc, toutes les parties de Tangle 
lide triëdre , savoir , ses trois angles linéaires, 
i trois angles plans , et ses trois angles piano- 
léaires, se retrouvent dans le triangle sphé- 
[ue , décrit de son sommet comme centre, 
ec un rayon arbitraire , sur les trois faces du 
ê'dre , savoir : les angles linéaires du triëdre 
us les côtés du triangle sphérique : les angles 
ins du triëdre dans les angles du triangle 
liérique ; et les angles piano-linéaires du triëdre 
us les arcs perpendiculaires , abaissés de 
aque sommet .du triangle sphérique sur le 
té opposé. Et dans tout ce qui concerne les 
lations mutuelles entre ces parties , il sera 
rmis de substituer au triëdre solide, Iç tri- 
gle sphérique y qui en se présentant entiè* 
ment à l'esprit et aux yeux, sans qu'aucune 

ses parties soit cachée par l'autre, se prête? 
ec bien plus de facilité au calcul et à la de* 
onstration. 

366. 
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366. La liaison très-étroite entre le trié^re 
âolide et le triangle sphërique est applicable à 
tous les angles polyèdres solides. Décrivant 
du sommet comme centre , avec un rayon 
pris à volonté , des arcs de cercle dans toute» 
les faces qui comprennent Tangle polyèdre, de 
même que dans ses plans diagonaux^ et dans 
ceux que d'une quelconque de ses arêtes on 
peut abaisser perpendiculairement sur ses faces 
non-àdjacentes , on obtiendra Un polygone 
sphërique , dont les côtés , les angles , et les 
arcs perpendiculairement abaissés, de ceux-ci 
sur les premiers > seront la mesure naturelle 
des angles linéaires, des angles plans, et des 
angles piano-linéaires, qui concourent à for- 
iner l'angle polyèdre- 

36^. il y aura donc des quadrilatères 
sphériques ; ils répondront aux angles solides 
tetrhëdres. Dans cette classe on verra des 
quarrés sphériques^ ayant leurs quatre côtés et 
leurs quatre angles égaux entr'eux; des quar- 
tés-longs sphériques j dont tous les angles sont 
égaux entr'eux , tandis que les côtés ne le sont 
que deux à deux ; des rhombes sphériques^ 
dont les quatre côtés sont égaux entr'eux, 
mais dont les angles ne sont égaux que deux^ 
à-deux; des rhomboïdes sphériques ^ dans les- 
quels tant les côtés que les angles ne sont 
égaux , qu'autant qu'on compare chaque angle 
et chaque côté à celui qui lui est opposé; en- 
fin des trapèzes sphériques ; dans lesquels , en 
prenant un des quatre côtés pour base , les ^ 
arcs perpendiculairement abaissés des deux 

angles 



fiiiigles non-adjacens sur cette base , sont égaux 
entr'eux. 

368. Les polygones rectilignes sont dés 
quantités absolues, composées de cotés et.de 
diagonales, qui sont aussi des quantités abso- 
lues. La grandeur des polygones sphériques 
n'est que relative ; se rapportant sans cesse au 
rayon avec lequel ses côtés ont été décrits, et 
qui est entièrement arbitraire. L'angle solide 
n'est composé que de quantités angulaires ; 
l'inclinaison mutuelle de ses arêtes et de ses 
faces en détermine seule la capacité, laquelle, 
de même que celle de l'angle rectiligne , ne dé- 
pend nullement de la longueur des arêtes, et 
qui par conséquent ne peut être que relative. 

369. Mais ce qui distingue surtout les 
polygones sphériques des polygones rectilignes, 
c'est l'absence, et même l'impossibilité du pa- 
rallélisme , et de tout ce qui s'y rapporte. 
Comme tous les côtés du polygone sphérique 
sont supposés décrits d'un même centre , dans 
lequel tous leurs plans se réunissent, l'idée 
du parallélisme est absolument incompatible 
avec celle du polygone sphérique. Par cette 
même raison il n'y aura jamais de triangles 
ni de polygones sphériques, qui soient sem- 
blables entr'eux sans être en même tems égaux : 
ce qui est d'ailleurs une conséquence naturelle 
de ce que la quantité, de l'angle solide dépend 
uniquement de l'inclinaison mutuelle de ses 
arêtes et de ses faces : et que l'égalité respec- 
tive des angles, qui concourent aux sommets 
de deux triëdres, pour les former, suffit seule 
pour en constater l'égalité parfaite. 

' . ' 370. 
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370. Si Von supprime une des trois faces 
du tricdre SÀBG (Fig. iia.^, telle que la face 
BC, le triëdre disparoitra, et on aura à sa 

Î>lace un simple angle plan, compris entre les 
iaces CSA et BSA qu'on a laissées, et expri- 
mant leur inclinaison mutuelle. Prolongeant 
indéfiniment de part et d'autre les faces de 
cet angle plan^ de même que leur intersection 
commune , on le verra égal à son vertical op- 
posé , et faisant la somme de deux angles 
droits avec chacun des deux angles plans qui 
résultent du prolongement de ses faces au-delà 
de SA. 

371. Alors , si du point S , qu'on peut 
prendre à volonté sur Tintersection commune 
des deux plans , et avec un rayon arbi- 
traire > on décrit un demi-cercle dans cha- 
cun de .ces plans, qui sera, chacun de son' 
côté , le prolongement d'un des deux arcs AB 
et AC du triangle sphérique BAG, ces deux 
demi-cercles se couperont mutuellement sur le 
prolongement de lintersecfion commune AS, 
et dans le point de la surface diamétralement 
opposé au point A. Le triangle sphérique 
ABC s'aggrandira au point, que cessant d'être 
triangle , il deviendra ce qu'on nomme fuseau 
sphérique: c'est l'espace de la surface, compris 
entre les deux demi-cercles A^D, ACD , qui 
ont pour leur intersection commune AD, un 
des diamètres de la sphère. (Fig, 112. ii3.J 

37a. Le fuseau sphérique, mesure natu- 
relle de l'angle plan, de même que le triangle 
sphérique est la mesure de Tangle solide, peut 
être considéré comme engendré par la relation 

du 
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Ju diamètre ABD autour de l'axe AD : et 
<x>mine tel , il sera à la surface entière de la 
sphère , dans le rapport de l'angle A à la 
jsomme de quatre angles droits. Ainsi donc, 

Î)ar la simple suppression d'une des trois faces, 
'angle triëdre sera devenu dièdre ; et c'est là 
encore un caractère essentielleipent distinctif 
entre les polygones rectilignes et les polygones 
aphériques, que les polygones à deux côtés 
«euls , ont I encore leur place parmi Jes der- 
niers , tandis que dans les premiers il faut au 
xnoins trois côtes pour renfermer un espace. 

873. Si l'on suppose perpendic.ulaires en- 
"tr'elles, les deux faces de l'angle dièdre, dont 
la mesure est le fuseau sphérique , compris 
entre les deux , demi-cercles ACD et ABD, 
(Fig, ii4J qui alors font ensemble des angles 
droits aux points d'intersection A et J) ; il est 
clair que l'un des deux demi-cercles, tel que 
ABD, en tournant autour du diamètre com- 
mun At), doit faire un quart de révolution 
})Our arriver dans la position ACD, et qu'ainsi 
e fuseau, compris entre les deux demi-cercles 
sera un quart de la surface de la sphire. 

374* Si dans ce cas , le demi-cercle ACB 
^tant toujours perpendiculaire sur le demi- 
cercle ABD, on divise l'un et l'autre en deux: 
également aux points B et C , et que par les 
deux points de division et par le centre de 
la sphère on fasse passer un plan , qui 
partagera le fuseau ACDB en deux moitiés 
parfaitement égales; il en 'résultera les deux 
triangles sphériques ABC et DBC, ayant chacun 

ses 
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ses trois côtés perpendiculaires entr'eux , et 
égaux à un quart de circonférence. L'aire de 
ce triangle sera égalé à un huitième de la sur- 
face sphérique, et Tangle solide qui lui répond 
au centre de la sphère, sera naturellement ce- 
lui, qui est formé par trois plans perpendi- 
culaires entr'eux, et par trois arêtes aussi per- 
pendiculaires entr'elles ; et dont par cousé- 
quent tous les angles, linéaires, plans et pla* 
no-linéaires y seront des angles droits. 

875. Ce triangle, que pour ces raisons on 
a nommé triangle sphérique tri-rectangle, et 
que nous nommerons simplement orthoêdre , 
est Tunité angulaire, qui se présente naturel-, 
lement pour évaluer numériquement les angles 
solides en général : il est pour ces angles , ce 
que l'angle droit est pour les angles linéaires. 
L'angle droit dièdre, formé par deux plans 
perpendiculaires entr'eux , et ayant pour me- 
sure le fuseau sphérique intercepté par deux 
demi-cercles perpendiculaires entr'eux {Fig, i i4y 
est le double de l'orthoêdre. 

876. Il appartient essentiellement au cercle 
et à la sphère, d'être divisible l'un et l'autre 
en deux moitiés parfaitement égales par tout 
plan qui passe par leur centre. Cela étant , 
considérons les deux fuseaux sphériques verti- 
calement opposés, qui résultent de l'intersec- 
tion des deux cercles ABFA'B'F' et BCDB'C'D', 
dont le diamètre BB' est l'intersection com- 
mune, et formant aux extrémités B et B' de 
ce diamètre les triangles sphériques, ABC et 
A'B'C, égaux entr'eux. Faisons passer par le 
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centre de cette sphère un plan, qui rencontre 
l'une des deux circonférences aux points D , 
D'; et l'autre aux points F, F^ Des deux fu- 
seaux sphériques qu'il fait avec chacun des 
deux cercles AJJFA'B'F' et BCDB'C'D' , deux 
seront sur la partie antérieure, et deux se trou- 
veront sur la partie postérieure de la sphère. 
Par cette raison même, les deux fuseaux que 
ces deux cercles comprennent entr'eux, seront 
en partie sur la surface antérieure de la sphère/ 
et par conséquent visibles; l'autre partie sera 
invisible, étant située sur la surface postérieure 
de la sphère. Les parties visibles des deux 
fuseaux seront les triangles sphériques DBF' et 
D'BF. Les parties invisibles seront les tri- 
angles sphériques D'B'F et DB'F', égaux et 
diamétralement opposés aux premiers. 

877. Une conséquence naturelle du théo- 
rème qui concerne l'égalité des angles verti- 
caux , c'est qu'en général , des parties quel- 
conques, diamétralement opposées sur la même 
surface sphérique, sont égales entr'elles. Ainsi 
les deux triangles sphériques DB'F' et D'BF 
seront égaux entr'eux, ayant pour sommets les 
points de la surface diamétralement opposés, 
D et D', B' et B, F et F. Le premier des 
deux, DB'F', fait avec le triangle DBF' le fu- 
seau sphérique, compris entre les deux demi- 
cercles BDB' et BF'B', et qui est au quart de 
la surface sphérique, comme l'angle B est à 
l'angle droit, et à l'orthoëdre , comme aB est 
ài l'angle droit. Et comme l'autre D'BF doit 
faire la même somme avec le même triangle 
isphérique DBF', il s'ensuit, que la somme des 

tri-' 
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triangles opposés ^ formés par deux grands 
cercles qui se coupent dans un hémisphère, est 
égale au fuseau sphérique , que ces mêmes 
' cercles forment entreux* 

878. Tels sont les principes généraux sur 
la mesure des angles solides et des triangles 
sphériques qui les représentent ; ils nous gui* 
deront dans la démonstration des théorèmes 
qui vont suivre. 

T H £ o R JS M £. 

879. Vaire d'un triangle sphérique quel 
conque est égale à Vexcès de la somme de ses 
trois angles sur deux angles droits; Vorthoëdrt 
étant pris pour unité. ' 

Prolongeons les trois côtés du triangle de 
part et d'autre jusqu'à la rencontre du cercle 
DFED'F'E' , mené à volonté par le centre de 
la sphère. On tt^ouvera alors sur son hémi- 
sphère antérieur les triangles sphériques D'CE' 
et DCE , faisant ensemhle le fuseau , dont 
l'angle est C: les triangles sphériques F'BD 
et FBD' , faisant ensemble le fuseau dont l'angle 
est B; enfin les triangles sphériques FAE et 
F'AE' , faisant ensemble le fuseau sphérique 
dont l'angle est A. Le triangle ABC faisant 
partie de chacun des trois fuseaux, l'hémi- 
sphère entier sera égal a la somme des trois 
fuseaux , moins deux fois le triangle ABC. 
Mais l'orthoëdre étant pris pour unité, les trois 
fuseaux seront égaux à aA , 2B , aC ; et Thé- 
misphère sera égal à 4« On aura donc aA--f- 
aB-h-aC — aABC = 4 î et prenant la moitié de 
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part et d'autre, A-f-B+C — ABC = a; c'est-à- 
dire ABC==A+Bh-C — a; ce qui est Ténoncé 
du théorème , l'angle* droit étant l'unité des 
angles linéaires, comme rorthoëidre est celle 
des.iaiigles solides. ' 

. 38o. Corollaire I. Donc, dans tout tri- 
angle sphérique , . la somme des trois angles^ 
plans est plus grande que celle de deux angles 
droits. 

38 1. Corollaire II. Et comme tout triangle 
sphérique est moindre que l'hémisphère dont 
îl fait partie, la somme des angles du triangle 
est donc toujours moindre que celle^de six 
angles droits. 

38a. Corollaire III. Menant d'un des angles 
d'un polygone sphérique des arcs diagonaux à 
tous les angles non adjacens, le polygone sera 
partagé en triangles sphériques, dont le nombre 
jsera égal à celui des côtés, moins deux. Ap- 

^pliquant la démonstration qu'on vient de don- 
ner pour le triangle, on trouvera que dans le 
quadrilatère sphérique la somme des angles est 
comprise entre quatre et huit angles droits; 
dans le pentagone , entre six et iUx angles 

; droits; dansl'exagone entre Awiï et 6?b«ze angles 

L droits. 

383. Corollaire IV. Donc , désignant par 

le nombre des côtés d'un , polygone sphér 

que, la somme de ses angles, évalués en 

angles droits , sera toujours plus grande que 

n — 4 9 €t moindre que a/î. 

. 384. " 
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384- Corollaire V. Le triangle spherique 
est égal au fuseau spherique, qui a pour angle 
la demi-somme des trois angles A + B 4- C ^ 
moins i. 

385. Corollaire VI. De même que la somme 
des angles du triangle spherique doit être 
moindre que celle de six angles droits, celle de 
ses côtés doit être toujours moindre que celle 
de quatre angles droits; parceque dans ce der- 
nier cas, le contour du polygone étant égal à 
la circonférence entière de la sphère , il de» 
viendroit lui même égal à Thémisphère entier , 
dont cependant il ne peut être qu'une partie* 

386. Corollairq VIL La somme des trois 
angles d'un triangle spherique nVst pas une 
quantité constante comme dans le triangle rec- 
tiligne ; et deux angles connus ne suffisent 

. pas pour déterminer le troisième. Mais aussî^ 
connoissant les trois angles du triangle sphe- 
rique , ou ce qui revient ay même \^s incli' 
naisons des plans qui concourant au centre de 
la sphère, y forment Tangle sohde correspon- 
dant, on sera en état de déterminer les incli- 
naisons mutuelles de ses arêtes , qui sont les 
côtés du triangle spherique : ce que nous ver- 
rons par les propositions qui vont suivre.' 

P R O B L ]Ê M E. 

387. Décrire sur la surface de la sphère 
un triangle spherique , dont les côtés sont 
donnés. 

Connoissant le rayon d'un cercle et la lon- 
gueur d'un de ses arcs, on connoitra aussi la 

corde 
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îorde de cet arc ; et nous savons d'ailleurs 
que des cordes égales d'un même cercle soû- 
tendent toujours des arcs égaux : et récipro- 
queinent. Donc, supposant que sur l'arc de 
cercle indéfini EF (Fig,. ii6j dorft le plan est 
toujours supposé passer par le centre de 'la 
sphère, il feille élever un triangle sphérique, 
dont les côtés soient ceux du triangle sphé- 
rique ABC {Fig. n3.J on prendra avec le com- 
pas Tard AB , et on le portera de E en F. 
klors, prepant avec le compas, d'abord l'arc 
lCÎ , ensuite l'arc BC , on décrira des deux 
entres E et F, et sur la surface de la sphère, 
tîs deux arcs indéfinis mn et opy qui ne pou- 
ant se rencontrer d'un côté de la base EF 
[Ue dans un seul point G, détermineron. dans 
îe point le sommet du triangle, et par conse- 
illent le triangle entier EFG. 

388* Corollaire \, Si la somme des dçux 
cotés EG et FG avoit été égale à la base EF, 
le point G seroit tombé sur l'arc EF même , 
et tout le triangle sphérique EGF se seroit 
évaiioui dans ce seul arc de cercle. Et si la 
^mme des mêmes côtés avoit été moindre que 
là base EF, l'un des deux cercles n'aiiroit pas 
pu atteindre l'autre ; leur intersection auroit 
été impossible , et il n'y auroit pas eu de tri- 
iDgle de formé, 

389. Corollairell. Ainsi donc dans le tri- 
mgle sphérique , de même que dans le triangle 
•ectiligne, la somme, de deux côtés quelconques 
loit être plus grande que le troisième. Désignant 
es trois côtés par A, B, C, le triangle ABC 

N ne 
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ne pourra avoir lieu qu'à condition deB+C^A; 
de C+A>B ; et de A-+-B>C. 

390. Corollaire III . Et comme de ces troi^ 
équations on tire naturellement A^B— C ; 
B^C — A ; et C^A — B , il s'ensuit que dans 
tout triangle sphérique, chaque côté est moindre 
que la âomme des deux autres , et plus grand 
que leur différence. 

391. Corollaire' W . La construction pré- 
cédente nous apprend , que lorsque les trois 
cètés d'un triangle sphérique sont respective- 
ment égaux aux trois côtés d'un autre , les 
deux triangles seront parfaitement égaux , et 
qu'ainsi les angles opposés aux côtés égaux , 
seront égaux de même. 

39a. Corollaire V. Décrivant des mêmes 
centres É et F , avec les mêmes rayons circu- 
laires EG et FG (Fig. wGt) les arcs indéfinis 
mn et op du côté opposé de la baseEF , leur point 
d'intersection H déterminera avec la baseEF le 
triangle sphérique EH F, lequel, en vertu de 
la construction précédente , aura son angle 
HEF égal à l'angle GEF , et l'angle HFE égal à 
l'angle GFE. Mais en établissant ces deux tri- 
angles sur l'arc EF comme base , les deux 
angles égaux en E , de même que les d'^ux 
angles en F, se trouveront dans l'un à droite, 
et dans l'autre à gauche du sommet ; ainsi les 
angles et les côtés respectivement égaux se suc- 
céderont dans un ordre absolument contraire. 
Une pareille disposition n'empêche pas la coïn- 
cidence dans les triangles rectilignes, parcequ'il 
n'y aura alors qu'à renverser l'un , pour le 

faire 
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faire coïncider avec l'autre. Dans les triangles 
sphériques , et généralement dans les figures 
non-planés y la coïncidence suppose, que lune 
reçoive dans sa concavité , la surface convexie 
de l'autre: ce qui ne peut avoir lieu, àmoims 
que leurs parties respectivement égales ne se 
succèdent selon le même sens, dans Tune et 
dans Vautre. De telles figures ne peuvent pas 
coïncider, et uen sont pas moins égales dans 
toutes leurs parties. 

393. Corollaire VI. Des figures , égales 
dans toutes leurs parties , mais différentes seu- 
lement dans ]a position de ces parties, ont été 
nommées symméiriques ^ pour les distinguer de 
celles qui sont égales par coïncidence^ L'image 
d'une figure quelconque , reçue dans un mi- 
roir , lui est égale par spnmétrie. Si sur cha- 
cun des trois côtés du triangle sphérique EGF 
(Fig. 116.J on fait la construction que dans 
le problème précédent on a fait sur le seul 
côté EF , on aura en dehors de ce triangle , 
trois autres triangles , qui lui seront égaux 
pur symmétrie^ et qui le seront entr'eux par 
coïncidence. 

.Problème. 

394. Décrire sur la surface de la sphère y 
un triangle sphérique , dont deux côtés avec 
r angle qu'ils comprennent , soient égaux aux 
deux côtés AB et AC du triangle donné ABC 
(Fig. II 3.^, de même qu'à l'angle A compris 
entreux. (Fig. 116.^ 

Ayant décrit l'arc ^indéfini £F domt le plan 
passe par le , centre de^ la sphère , et pris avte 

N a le 
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le compas le côté AB, portez ce côté^de E*cn 
P. Décrivez l'arc indéfini EG , qui fasse avec 
£F un angle égal à.Tangle A; et faites l'arc 
EG égal à l'arc AC. Joignez les points F et G : 
le triangle alors sera construit , et le problème 
résolu. 

SgS, Corollaire I. La construction nous 
jEaiit voir , que lorsque deux côtés avec d'angle 
qu'ils comprennent, sont les mêmes dans deux 
triangles sphériques, ces deux triangles seront 
égaux entr'eux , de manière que les deux 
angles qui restent , et le troisième côté qu'ils 
comprennent, seront les mêmes dans les deux 
triangles. 

396. Corollaire II. ^ Si au lieu de mener 
le côté EG au-dessus de la base EF, on l'avoit 
dirigé au-dessous de la base vers H , le tri- 
angle EHF auroit été symmétriquement égal 
aux deux triangles ACB et EGF. 

Problème. 

397. Construire sur^ la surface de la sphère^ 
un triangle sphérique , dont deux angles avec 
le côté quils comprennent^ soient égaux aux 
angles A et B d'un autre triangle donné A CB^ 
de même quau côté AB compris entreux. 

, (Fig. ii3. 116.; 

-Faites l'arc EF égal à la base AB ; et dé- 
crivez dans des plans qui passent par le centre 
de la sphère, \^^ ^rcs indéfinis EG et FG, 
faisant avec la \^^^^ EF ^^^ angles , égaux aux 
angles A et R \ 46 rencontrant au point G 

^> et ^ de 
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de la surface sphérique. Le triangle EGF étant, 
entièrement détermine' par cette construction , 
le problème sera résolu. ' 

398. Corollaire I. Deux triangles sphé- 
riques, ayant deux angles avec le côte qu'ils 
comprennent, respectivement égaux entr'eux, 
sont parfaitement égaux ; dé manière que les 
deux côtés qui restent , et le troisième angle 
qu'ijis comprennent, seront respectivement égaux 
de même. 

399. Corollaire II. Le triangle auroit été 
égal par symmétrie au triangle donné ACB, 
si au lieu de le construire au-dessus de l'arc 
EF , on l'avoit construit au-dessous de cette 
base. Tel auroit été le triangle sphérique EHF. 

P R o B L Ê M E. 

400. Construire graphiquement les trois 
angles plans ^ et les trois angles piano linéaires 
d'un trièdre , dont les trois angles linéaires 
sont donnés, (Fig. 117-^ 

Soit le trièdre S ABC , ayant son sommet 
en S, compris entre les trois arêtes SA , SB , 
se ; et représenté par le triangle sphérique 
A'B'C, dont les trois côtés circtrlaires sont 
supposés décrits du sommet S comme centre, 
dans les trois faces du trièdre , et avec un 
rayon arbitraire. 

Du point A, pris jà volonté sur une des 
trois arêtes , abaissez la perpendiculaire AO sur 
la face opposée BSC, et les deux perpendicu- 
laires 
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laires âB et AC , sur les deux arêtes SB et 
se qui la comprennent : et tirez les lignes 
OB, OS, OC. 

Les deux triangles AOB et AOC, rectangles 
Tun et l'autre au point O par construction , 
seront perpendiculaires tous les deux au plan 
BSC (344). Les lignes OB et OC seront donc 
respectivement perpendiculaires aux arêtes BS 
et es (3i8). Et comme les lignes AB et AC 
sont perpendiculaires aux mêmes arêtes , en 
vertu de la construction , les angles plans 
ASBO et ASCO seront représentés par les angles 
linéaires ABO et ACO (338): et Tangle piano- 
linéaire ASSBC sera représenté par Tangle li- 
néaire ASO (33a). Reste donc à faire sur un 
plan le développement graphique de ce triédre. 

• 

Faites CFig.i i8.) l'angle BSC, égal à l'angle 
linéaire BSC que nous avons pris pour la base 
du triédre ; et joignez lui de part et d'autre 
les deux angles ASB et A'SG, égaux aux deux 
autres angles linéaires ASB et ASC du triédre 
proposé. Ayant pris chacune des deux lignes 
SA et SA' égale à l'arête SA du triédre, abaissez 
des deux points A et A' les perpendiculaires 
AB etA'C, lesquelles étant prolongées se ren- 
contreront au point O. Ayant tiré par ce point 
les lignes OH et OI , parallèles aux côtés de 
Tangle linéaire BSC, faites BH égale à BA, et 
CI égale à CA'. Les anglésHBO et ICO du déve- 
loppement seront égaux aux angles plans du 
triédre, ASBO et ASCO. 

Comparant les delix figures , on reconnoi- 
ti:a dans le quadrilatère SBOC et les deux tri- 
angles 
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angles rectangles SBA et SCA' du développement, 
ridentitë absolue avec le quadrilatère SBOG et 
les deux triangles rectangles SBA et SCA du 
triëdre. Les d#ix triangles AOB etAOC de ce 
dertiier, ayant pour hauteur commune AO, et 
pour leurs deux bases les lignes OB' et OC , 
seront identiquement les mêmes que les tri- 
angles HOB et lOC du développement , après 
avoir fait dans ce dernier, BH=BA , et CI===CA'.' 
Ainsi les deux lignes OH et OI de celui-ci, né- 
cessairement égales entr'elles, iexprirneront la 
hauteur AO du point A au-dessus de la face 
opposée BSC, et les deux angles du dévelop- 
pement HBO et ICO , identiques avec les 
angles HBO et iCO du triëdre , exprimeront 
cbmme ceux ci, les inclinaisons des deux planÀ 
ABS et ACS vers le troisième^ plan ESC. 

Pour exprimer l'angle piano-linéaire que fait 
l'arête SA avec la face opposée BSC, il faudra 
construire un triangle rectangle , ayaat AO 
pour hauteulr, et AS pour hypoténuse. Donc, 
élevant en O la peî^pendiculaire OQ sur OS, 
et portant SA de S en Q , le triangle 
SOQ sera le triangle rectangle dans lequel 
l'angle OSQ exprimera Fangle piano-linéaire 
que l'arête SA fait avec la face opposée. Et 
comme alors le troisième côté de ce triangle 
OQ sera identique avec la ligne AO du triëdre, 
les points Q, H, I seront disposés sur une 
circonférence de cercle , ayant O pour centre, 
et pour rayon , Félevation AO du point A au- 
dessus de la face opposée. 

4oi. Corollaire I. Les angles qu'on vient 
de trouver , sont ceux qui ont pour leurs som- 
mets 
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mets respectifs les arêtes SB et SC»; et qui 
sont opposés aux faces opposées elles-mêmes à 
ces arêtes ; savoir l'angle ^ OBFI à la face 
ASC ; et l'angle OCI à la face ASB. 

4oa. Corollaire II. La construction nous 
fait connoitre sur-le-champ la relation qui doit 
çxister entre les trois angles linéaires du triëdre, 
pour que deux de ses faces comprennent un 
angle droit entr'elles. Ainsi, étant donnés les 
angles linéaires ASB et CSB dont les plans 
doivent faire un angle droit entr'eux, le point 
O devant se trouver sur l'arête SB, on n'aura 
qu'à abaisser de B sur l'arête SC -une per- 
pendiculaire que l'on prolongera jusqu'à la 
rencontre du cercle, décrit du point S comme 
centre avec le rayon SA'. L'angle CSL sera 
l'angle linéaire, compris entre les arêtes de la 
face opposée à l'angle droit. 

Problème. 

4o3. Connoissant deux angles linéaires cTiin 

triëdre ^ avec V angle plan compris entre leurs 

faces respectives , on demande de construire 

graphiquement V angle linéaire de la troisième 

face y de même que les deux angles plans 

quelle fait avec les deux autres. (Fig. 118.J 

Faites les angles ASB et BSC égaux aux 
deux angles linéaires donnés; du point A pris 
à volonté sur l'arête SA abaissez sur SB la 
perpendiculaire AB que vous prolongerez au- 
delà de B vers O : tirez BH qui fasse avec 
BO un angle égal à l'angle plan qui est com- 
pris entre les deux faces données , et faites 

BH 
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BH = BA. Du point H menez avec BS la 
parallèle HO qui déterminera ôur le prolon- 
gement de AB le point O- De ce .point 
abaissez sur Tarête SC la perpendiculaire OC, 
quf étant prolongée au-delà de cette arête , 
rencontrera en A' la circonférence de cercle, 
décrite du point S comme centre , avec le ra- 
yon SA. L'angle A'SC sera l'angle linéaire 
de la troisième face, opposée à l'arête SB. 

L'angle que fait cette face avec le plan 
BSC , sera . l'angle OCl , compris entre CO 
et CI qu'on aura fait égale à CA' , après 
avoir tiré par O la ligae 01, parallèle à SC. 

Si Ton demande l'angle que fait la troi- 
sième face avec l'autre des deux faces données 
BSA , on abaissera de M sur SB la perpen- 
diculaire MN ; on tirera NF,, qui' fasse avec 
le prolongement de MN l'angle PNF , égal à 
l'angle compris entre les deux plans donnés 
et on ,fera NF égale à MN. Abaissant de F 
sur NP la perpendiculaire FF, on abaissera 
de P sur SA la perpendiculaire PQ , qu'on 
prolongera jusqu'à sa rencontre R avec la cir- 
conférence de cercle. Alors, menant par P la 
ligne PG, parallèle à SA, et faisant GQ=: 
QR , l'angle PQG sera l'angle plan , ayant 
pour sommet la troisième arête SA. 

D'après cette construction , les arcs AR et 
A'M seront égaux entr'eux. De plus , on aura 
OH = OI , et PF = PG. Les angles PQG , 
PNF ou OBH , et OCl seront les, trois 
angles plans du triëdre , savoir , l'angle PQG 

se- 
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sera opposé à la face BSC ; Tângle PNF ou 
OBH sera opposé k la face A'SG; et Tangle 
OCl sera opposé à la face ASB. 

Problème. 

4o4« Connoissant deux angles plans à^un 
triëdre quelconque , avec F angle linéaire qu^ils 
comprennent entreux ^ on demande de con- 
struire graphiquement le troisièrhe angle plan , 
lie même que les deux angles linéaires » oppo- 
sés aux deux angles plans donnés* ( Fig. 1 1 8 J 

Soit BSC l'angle linéaire donné. Suppo- 
sons de plus que les deux angles plans don- 
nés du triêdre, exprimant les inclinaisons des 
deux faces adjacentes ASB etA'SC vers la face 
BSC , soient les angles B et C du triangle rec- 
tiligne BHC. (Fig- liQ-^ Du sommet H de 
ce triangle abaissons la perpendiculaire HO; 
elle nous fera connoitre les deux seginens de 
la baséBOetCO. Ensuite, menons (Fig. iiS.j 
la ligne indéfinie OH , parallèle à Taréte 
SBD /et à une distance égale à BO. Menons 
de même la ligne indéfinie OI , parallèle 
à l'autre arête SCE , à une distance égale à CO. 
Du point d'intersection O de ces deux paral- 
lèles, abaissons sur les deux arêtes, les deux 
perpendiculaires OB et OC; et tirons les deux 
lignes BH et CI , faisant avec hes perpendicu- 
laires BO et CO, les angles OBH et OCI, 
égaux aux angles donnés B et G. Les tri- 
angles BOH et COI , rectangles tous les deux 
en O , seront donc parfaitement égaux aux 
triangles BOH et COH, rectangles en O. (Fig, i ig.) 

La 
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La ligne SO du tneàrè^ (Fig. 117O qui ré- 
pond perpendiculairement à Tarête SA , sera 
entièrement dëterhiine'e par la construction pré* 
cédente , tellement ', qu'en menant selon cette 
ligne SO un plan perpendiculaire au plan 
BSC du triè'dre, ce plan doit nécessairement 
être dirigé selon Taréte SA, dont il restoit en- 
cote à déterminer^la position. Il faudra pro- 
longer au-delà des deux points B et C, les 
deux perpendiculaires OB et OC , faire BA=i= 
BH et CA'=CI (Fig. 118.^, et mener les deux 
lignes SA. et SA'. Les angles BSA et CSA' se- 
ront les deux angles linéaires qu'on deman- 
doit ; ils seront respectivement opposés aux 
arêtes SC et SB, qui sont les sommets des 
angles plans , représentés par les angles li- 
néaires C et B. ' 

Problème. 

4o5. Les mêmes choses étant supposées, 

que dans les problêmes précédens , déterminer 

le troisième angle plan , opposé à V angle li^ 
néaire donné. 

Remontons au triëdre SABC (Fig. itj*) 
dont Tanalyse a fourni les solutions préçé-, 
dentés. Du point A menons deux lignes , 
perpendiculaires » Tarête SA , et situées dans 
les deux plans SAB et SAC; et joignons leurs 
deux points d'intersection D et E avec les 
arêtes SB et SC par la ligne droite DE, située 
dans le plan BSC. L'angle linéaire DAE ex- 
primera l'inclinaispn des deux plans (338], 
Reste donc a construire le triangle DAE. 



Dans 



t> 



ao4 ' Chap. XII, ^ 

Dans les points A et A' du développement 
(Fig. 1 1 8.J élevez les lignes AD , A'E , per- 
pendiculaires aux lignes SA et SA^ jusqu'à la 
rencontre des deux autres aux points D et E. 
Joignez ces deux points par la ligne DE,' et 
construisez le triangle Da£ , teHement que 
I)a=:DA, et Ea=EA'. Le triangle DaE 
du développement sera identiquement le même 
que le triangle DAE du triëdre ; l'angle DaE 
sera donc Fangle plan , opposé à la face BSC. 

406. Corollaire I.^ Le plan vertical AOS 
(Fîg.ii'j.), étant conduit selon la ligne AS, qui 

*est perpendiculaire au plan BAE en vertu de 
la construction (3440 > ^^^ perpendiculaire à 
ce ménie plan DAE. 

407. Corollaire IL La ligne DE, qui forme 
Fîntersection des deux plans DAE et BSC, fai- 
sant tous les deux des angles droits avec le 
plan vertical AOS , sera perpendiculaire au 
même plan AOS (346). 

4^8. Corollaire III. Ainsi la ligne SG , 
qui répond verticalement à l'arête AS , de 
même que AX, menée de A au point d'inter- 
section X des lignes SO et DE , seront per- 
pendiculaires toutes les deux sur DE. Et si 
le plan DAE tournoit autour de DE jusqu'à 
coïncider avec le plan BSG, la hauteur AX de 
ce triangle se trouveroit sur le prolongement 
de SO. (Fig. ii'j.J 

409. Corollaire IV. Ainsi donc, les trois 
points S, O; a du développement (Fig. 118.J 
feront une ligne droite , perpendiculaire sur 
DE, base du triangle DaE. 

Théo- 
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4io. Si du sommet H du triangle BHC 
dont les deux angles à la base B et Ç ex- 
priment les deux angles plans adjacens à la 
base BSC du triëdre , on décrit Varc de cercle 
POR , et qu'on mène les' lignée PQ , RS , pa- 
rallèles à la base BOC (Eij^. ^^9\)f ^^ deua:' 
lignes seront entr elles dans le même rapport 
que les distances respectives de chaque point de 
la ligne BOa (Fig. 118.J aux deux côtés de 
r angle DaE ; cest-à-dire , comme les perpen* 
diculaires XY et XZ. 

Les deux produits DSxBd et ESxCO ex- 
priment les doubles surfaces des deux triapgies 
SXD et SXE, qni ayant la ûiéme hauteur SX^ 
sont entr'eux comme leurs bases DX et EX. 
On aura donc SDxBO:SExCO=DX:EX. 

Dé même les deux produits aDxXY et 
dS. X XZ expriment les doubles surfaces des 
triangles aXD et aXE , qui ayant la même 
hauteur, seront entr'eux comme ces mêmes 
bases DX et EX; on aura doue ADxXY:AE, 
XYZ=DX:EX. 

' Comparant enlr'elles les deux proportions , 
on en tire celle-ci : aDxXY:ûExYZ=;Snx 
BO:SExCO. 

Substituant au rapport àH \ DS celui-ci 
AB:ÂS, qui lui est égal en vertu des triangles 
semblables SAD et SBÂ ; substituant de ijnémé 
au rapport ûE:ES celui-ci A'C: A 'S, qui Ini est 
égal à caisse des triangles, semblables SA'E et 

SCA', 
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SCA', et supprimant le terme commun AS ou 
A'S, on auraBO:CO=:ABxXY:A'CxXZ. 

Le rapport BO:GO est doue compose des 
deux rapports AB: A 'G et XY:XZ; et récipro- 
quement le rapport des distances XY:XZ sera 
celui des distances BO:CO, divisé par le rap- 
port AB:A'C : ou bien, en vertu de la con- 
struction de la fîg. j 1 8 / divisé par le rapport 
BH:CI, ou enfin (Fig. 119.; BH:CH. 

^ Mais les triangles semblables BOH et PQH 
(Fig. 119.) donnent BO:BH=PQ:PH. Et l'on 
lire des triangles semblables COH et RQH la 
proportion CO:CH=RS:RH. Ainsi, à cause 
du facteur commun PH ou RH , le rapport 
des produits BHxPQrCHxRS sera le même, 
que BO:CO. Ainsi le rapport BO:CO, divise 
par le rapport BH:CH, 6era celui de PQ:HS. 

On aura donc XY:XZ=PQ:RS. Les dis- 
tances de chaque point de la perpendiculaire 
ûXS , aux deux côtés de l'angle DaE , seront 
donc entr'elles comme les deux perpendicu- 
laires PQ et RS. {Fig. 118.) 

4iT. Corollaire. Ainsi donc, xîonnoissant 
les trois angles plans A, B, C, qui composent 
l'angle solide en S , on de'terminera de la ma- 
nière suivante la position de la ligne aXS, 
dirigée du sommet, de l'angle plan DaE au 
sommet du triëdre. (Fig. ri8.) Ayant ^ forme 
d«s deux angles plans B et C le triangle BHC (Fig. 
î 19.J, décrit du centre H avec le rayon HO l'arc 
POR , et tiré les parallèles PQ et RS, on mè- 
nera. 
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nera , à des distances respectivement égales 
aux ligneÀs PQ et BS, deux lignes parall^èles 
aux deux côtés àD et aE du troisième angle 
plan T>aE: Leur point d'intersection se trou-* 
vera sur la ligne aXS , et en déterminera la po- 
sition. ReMe donc à déterminer sur cette 
même ligne le point S^ qui sera le sommet dit 
triëdre. 

T H i 6 R è M £• 

I 

I 

4i 2. Le rapport des deux lignes DS et ES 
est égal au rapport DX\EXy divisé par le rap- 
port fiO : OC ; dont le premier se déduit de la 
solution précédente , en faisant simplement la 
ligne DE perpendiculaire sur aXS , et dont le 
second est donné immédiatement par la con- 
naissance des deux angles plans B et C. 

Les deux triangles semblables SBO et SXD 
donnent DX:BO==SD:SO. ^ Et on tire des tri- 
angles semblables SCO et SXE la proportion 
CQ:EX=SO:SE. Multipliant par ordre , et 
supprimant le facteur commun SO^ on aura 
CO'xDX:BOxEX=SD:SEi ce qui constitue 
renoncé du théorème. 

4i3. Corollaire I. Le rapport composé 
qui résulte en divisant le rapport DX:EX par 
celui de BO:OC, peut être traduit en rapport 
simple, de la manière suivante. A une distance 
égale à BO, menez à aX une parallèle, qui 
rencontre aH en B^ Â une distance égale à 
CO menez à la même aX une parallèle qui 
rencontre aE en Ci. Tirez les ligne B'O' et 
C'O'', parallèles à DE- Le rapport DX:BO se 

trou- 
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trouvera réduit alors, à aXiûO'. Le rapport 
EX:CO$e trouvera réduit de même à aX;aO". 
Ainsi le rapport composé qui résulte en divi- 
sant DX:EX par BO:OC, se réduira simple- 
ment à aO":aO' ; et tel sera aussi le rap- 
port DS:ES, en vertu du théorème précédent. 

4^4- Corollaire II. Ainsi le problème, de 
construire graphiquement les angles linéaires 
d'un triëdce, dont on connoit les trois angles 
plans ,,sera simplement réduit au problème sui- 
vant , parfaitement accessible à la Géométrie 
que nous avons enseignée jusqu'ici. 

P R O B L £ M £. 

4i5. La ligne DE étant donnée-^ détermi- 
ner sur la perpendiculaire indéfinie SX un point 
S, tel que les distances de ce point aux deux 
extrémités de la ligne DE y soierit entr' elles 
dans le rapport de deux lignes données^ tel 
qiée M:N. (Fig. iiS.J 

Le théorème, démontré en (194), nous ap- 
prend que tous les points S en général dont la 
position est telle , que le rapport DS:ES soit un 
rapport constant, sont disposés sur une circon- 
férence de cercle , dont le centre est sur la ligne 
DE, prolongée en cas de besoin. 

Des deux points où cette circonférence tra- 
verse la ligne DE, l'un, que nous nommerons 
P, doit 'être entre les deux points D etE (Fig. 
118.J; l'autre que nous désignerons par Q, se- 
ra au-delà de D , sur le prolongement de DE. 
Et cotnme ces points sont soumis à la même loi 

que 
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que les autres » on aura pour les déterminer 
les deux proportions qui suivent : 

DP :EP=DS :ES=M :N ; 
DQ :EQ=:DS :ES=M :N. 
Ou bien DP:M=EP:N; 
DQ:M=EQ:N. 

Prenant dans la première la somme et dans 
la seconde les différences des antécédens et des 
conséquens , o^n aura pour la détermination 
des deux inconnues les deux proportions qui 
suivent : 

N+M:DE=M:DP=N:EP ; 
N— M:DE=M;DQ==N:EQ. 

Ainsi chacune des deux inconnues DP et 
DQ , ou de celles-ci , EP et EQ , sera le qua- 
trième terme d'une proportiob , dont les trois 
autres sont donnés. Le problême rentre donc 
dans celfUi dont la solution a été enseignée 
en (197). 

Partageant en deux également la ligne PQ, 
qui sera le diamètre dn cercle , on aura son 
centre. Il ne sera pas difficile alors de mar- 
quer le point où cette circonférence traverse 
la lignp indéfinie SX ; le point d'intersection 
sera le sommet du triëdre qu'on demandoit. 

Rassemblant les problêmes précédens, nous 
trouverons aisément la solution du problême 
qui suit ; c^est le plus difficile de tous ceux 
qu'on peut proposer sur la construction gra- 
phique du triëdre. 

O Pro- 
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4 f 6. Connaissant les trois angles d*un triëdre^ 
trouver immédiatement ses trois côtés. 

Soient deux de ces angles plans, les angles 
B et C , adjacens à la base BC du triangle 
BHC. {Fig^ 1^9-) Ayant abaissé la perpendi- 
culaire HO , décrivons l'arc de cercle POR , 
qui par ses deux intersections avec les côtés 
BH et CH marque les points F et R , par les- 
quels nous tirerons à la base BOC les paral- 
lèles. IH^ , RS , jusqu'à la rencontre de la per- 

|>endiculaire HO. 

« 

Comme nous nous proposons de détermi- 
ner d'abord Tangle linéaire opposé au troisième 
angle plan , soit a ce dernier angle , compris 
cntiT les côtés indéfinis àQ et ûE. (Fig. ii8.j 
Menons des parallèles à ces deux lignes, dont 
le« distances soient respectivement égales aux 
lignes PQ et RS de Fig. 119 , menons de A 
i>ar le p^Mut commun d'intersection de ces 
dcu\ |\arallèles la ligne indeânie AXS. Cette 
lijjne sera rintorsection commune du plan BSC 
du trit\lre a\*ec le plan vertical ASO, dans le- 
quel <loit être situce l'aT-eie AS , opposée au 
l>ba BSC. , AÏC« II-.' Et si dans un de ses 

tv^int^ X on lui mené la perpendiculaire DXE| 
e trian^^^lo D/zE du de^ t-loppement sera sem- 
blable au trianirle DAt du triêdre , dont k 
plan est per|x*ndiculaire à I arête AS. 

Cola oUnt , prenons le^ lignes JBO et (X) 
du tnan4:le RHC FU: n o. : et assi^mons leur 
dai» les aoux triâii^les rectazigles aXD et 

tfXE 
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. ' ■" ' ' 

€tXE du déyeloppeitient , les positions B'O' 

' etOO", parallèles àJa baseDË. Leproblêine 

sera réduit alors à déterminer sur la ligqe 

aXS le point S, tel que D;S:ES=ûO":aO' ; 

{)roblême dont nous venons d'enseigner la §o- 
utioq. Menant ensuite les lignes DS et ES , 
l'angle DSE sera l'angle linéaire du triédre, 
opposé à l'angle plan A.. On connoitra de 
plus la position du plan vertical ASO (fîg. 1 1 7«^> 
relativement aux trois faces du triêdre. 

Les deux autres angles linéaires du triêdre> 
adjacens aux angles plans B et C , se trouve- 
ront facilement par la construction suivante. 
Construisez sur les lignes DS et ES comme 
diamètres, les demi-cercles^ sur lesquels vous 
porterez , des deux points D et E , les lignes 
Da et Ea , de manière que DA = T>a , et 
EA' = Ea. Menant ensuite les lignes SA ^t 
SA' , qui achèveront les deux triangles rect- 
angles SAD et SA'E , leurs angles au point S 
sélront les angles linéaires demandés ; et les 
triangles eux-mêmes seront identiques avec 
ceux du triédre {Ftg. 117.J qui sont désignés 
par les mêmes lettres, et qui constituent ses 
faces , adjacentes à l'arête ^AS. 

417. Les angles polyèdres quelconques 
étant toujours décomposables en triëdres, mp- 
yennant des plans diagonaux qu'on mènera 
selon deux de ses arêtes non-adjacentes , 1^ 
théorie du triédre doit nécessairement embras- 
ser celle de l'angle polyèdre en général. Les 
problêmes que nous avons proposé , suffisent 
en attendant pour faire voir^" qu'indépendani* 

O a ment 
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ment du calcul, les constructions graphiques, 
fondées sur les principes géométriques les plus 
simples, et n'exigeant d'autre secours que celui 
de la règle et du compas , suffisent pour ré- 
soudre toutes les questions qui peuvent con- 
cerner l'angle solide ,^ et qui par leur nature 
sont susceptibles de l'être. 

CHAPITRE TREIZIEME. 

LE TRIÈDRE RECTANGLE. 



DlÉFINITIOWS. 

4 18. Le triè'dre rectangle est celui qui 
parmi ses trois angles plans a au moins un 
angle droit. Le triè'dre qui parmi ses trois 
angles plans , a deux angles droits , peut être 
nommé bi-rectangle. Le triédre tri-rectaiigfe 
est celui que nous avons nommé orthoèdre. 

419. A l'exemple du triangle rectangle 
rectiligne , je nommerai côtés du triédre rect- 
angle , ceux de ses trois angles linéaires qui 
comprennent l'angle droit; et hypoténuse celui 
qui est opposé à l'angle droit. De plus , je 
nommerai simplement angles du triëdre les 
deux angles plans, adjacens à Fhypolénuse; 
et je donnerai le nom de base à l'arête qui 
fait l'intersection commune des deux côtés du 
triëdre. 

Je désignerai constamment par S lé sommet da 
triëdre; par SA la hase\ et par SB et SC, les deux 
autres arêtes , menées par S dans le plan de la table, 
et faisant de part et d'autre avec SA des angles li- 
néaires , 
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naaires^ égaux à ceux qui constituent les côtés du 
triëdre. On supposera donc que l'un des deux plans 
qui comprennent Tangle droit, a fait un quart de 
conversion autour de la base SA , pour se trouver 
abattu sur le plan de l'autre. 

P R O B L Ê M E. 

4ao. Connoissant les deux côtés d'un triêdre 
rectangle j construire graphiquement son hypo* 
ténuse , et ses deux angles. (Fig. i ao.^ 

, Dans un point quelconque A de la base SA 
élevez la ligne BAC , perpendiculaire à cette 
base, et rencontrant les deux autres arêtes SB 
et SC aux point$ B et O ; sur ces mêmes 
arêtes abaissez du point A tes perpendiculaires 
AE et AD; de ce même point comme centre, 
avec les rayons AE et AD, décrivez les arcs 
de cercle EF et DH, qui détermineront sur la 
base SA , les points F et H. Ensuite, ayant 
mené les lignes BH et CF, les angles BHA et 
CFH , exprimeront les angles plans du triêdre, 
respectivement opposés aux angles linéaires 
BSA et CSA- 

Prolongeant au-delà de A une des deux 
lignes AD ou AE , telle que AD, vers I, dé- 
crivez du sommet S comme centre , avec le 
rayon SB, lare de cercle BIK , qui rencon*- 
trera DA prolongée en I, et tirez SI. L'angle 
CSI sera l'hypoténuse du triédre. 

Les deux problèmes étant identiquement 
les xnêmçs avec ceux de (Sag) et de (347), ^^ 
démonstration ^de ces solutions , n'est pas dif- 
férente de celle qui en a été donnée, en trai- 
tant des plans en général* 

Les 
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' Les arêtes SA, SB, SC des figures io6 et 
107 comprennent entr'elles un véritable triédre 
rectangle, ayant la ligne SA pour sommet li- 
néaire de son angle droit ; les angles BSA et 
CSA pour côtés, TangleBSC pour hypoténuse; 
et dans lequel les faces ASD et BSD com- 

Frennent entr'elles un angle plan, égal à 
angle linéaire BDA. 

Pour faciliter la comparaison entre les deux, 

nous avons eu soin de désigner par les mêmes 

lettres les points identiques des figures 106, 

107, 108 et 120. 

' ^ ■ ' 

4i I . Corollaire I. Tant que les deux angles 

linéaires qui tiennent place de côtés au triédre 
rectangle, sont aigus, la construction nous ap^ 
prend que les angles plans qui leur sont op- 
posés , sont aigus de même. 

4a a. Corollaire IL Si l'un de ces deux 
angles linéaires, tel que ASC, étoit obtus , le 
point d intersection de l'arête SC avec la per- 
pendiculaire BAC , tomberoit du côté opposé 
de A, tandis que le point F resteroit en place. 
La ligne CF tomberoit avec CS sur le côté 
opposé de la base AS; et Tangle AFC devien- 
droit obtus. Ainsi dans le triëdre rectangle 
chacun des deux angles est de la même es- 
pèce que le côté opposé. 

4^3. Corollaire III. Quant à l'hypoténuse, 
exprimée par l'angle ISD , elle sera moindre 
qu'un angle droit, tant que les deux cô- 
tés sont des angles aigus ; Tangle ISD appar- 
tenant alors au triangle rectangle de ce nom«^ 

4a4. 
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4a4* Çorcllaire IV^ Si Tun des deux angles^ \ 
tel que ASB devenpit obtu$, l'autre ASC res* 
tant aigu ^ le point I tomberoit du coté oppo* 
se de S ; et Thypotenuse , se trouvant com* 
prise entre SC et le prolongement de IS au* 
delà de S , seroit l'angle contigu de Fangle 
actuel CSl, ce qui la rendroit plus grande 
que l'angle droit. 

4a5. Corollaire^. Mais si les deux angles 
linéaires ASB et ASC devenoient obtus en 
même tems^ Thypotënuse, comprise entre les 
prolongemejis des. deux lignes CS et IS , se* 
roit Tangle vertical de l'angle actuel GSI, et 
par conséquent aigu comme lui. ^ 

4^6. Corollaire VI. Donc enfin, l'bypo- 
ténuse sera moindre qu'un angle droit , lors- 
que les deux côtés, et par conséquent aussi 
les deux angles du triëdre rectangle , sont de 
la même espèce. Et elle sera plus grande 
qu'un angle droit, lorsque les deux côtés, et 
par conséquent aussi les deux angles, sont de 
différente espèce. 

437. Corollaire Yïl. Les triangles BDS et 
ADS t^ig' 106. 107.J jsont tous les deux rect*- 
angles en D , en vertu de la construction. Le 
triangle BAD, rectangle eu A, sera donc pei> 
pendiculaire sur SD (3i8); et comme le plan 
du triangle BSD, qui constitue rhypoténuse 
du triëdre, est conduit suivant SD,'les plans 
des triangles rectangles BAD et BDS seront 
perpendiculaires entr'eux (344)* Cela étant, 
abaissons de A sur BD , la perpendiculaire AM. 

Cette 
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Cette ligne, menée dans Tun des deux plans, 
perpendiculairement à leur . intersection com- 
mune , sera perpendiculaire à l'autre (346) ; 
c'est-à-dire, au plan du triangle BDS; elle ex- 
prime donc rélëvation du point Â au-dessus 
du plan BDS, qui est l'hypoténuse du triëdre. 
Mais le triangle BAD (Fig. lO'j.) est absolu- 
ment identique avec le triangle BAH du déve- 
loppement. (Fig, i *io.) Donc enfin \ si dans 
cette dernière figure , on abaisse du point A , 
les ligni^s AM et AN, perpendiculaires sur les 
lignes BH et CF, chacune de ces lignes AM ou 
AN exprimera la hauteur du point A au-des- 
sus du plan de l'hypoténuse du triëdre , et 
elles seront par conséquent égales entr elles. 

4a8.' Corollaire VIII. Abaissant de C la 
perpendiculaire CO sur Si, un examen atten- 
tif de la construction nous apprendra que les 
deux points E et O du développement (Fi^. 
I20.) sont coïncidens dans le triëdre (Figio6. 
to'].) En effet, abaissant de A sur BS la per- 
pendiculaire AE ,. le plan du triangle AEC, 
étant conduit selon AC , sera perpendiculaire 
sur le plan ABS (344) ; ainsi la ligne CE sera 
aussi perpendiculaire sur BS , qui doit Tétre 
en effet au plan entier du triangle rectangle 
CAE (346). Donc, les deux lignes SB et Si du 
développement, étant entièrement coïncidentes 
dans le triëdre , les deux points E et O du 
premier ne feront qu'un seul et même point 
E. Il faudra en conclure que les deux lignes 
SE et SO (Fig, 120J sont égales entr elles ; ce 
que d'ailleurs on pourroit vérifier , quoique 

bien 
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bien plus difficrlement , par ^application du 
calcul. 

4219. Corollaire IX. Cette conséquence 
en amène une autre. Le quarré de CF est 
égal à la somme des quarrés de AC et de AF 
{208) ; ou bien , à la somme des quarrés de 
AC et de AE, en vertu de la construction. Le 
quarré de AE est égal à la différence des quar- ' 
rés de AS et de SE (208) , ou bien , à la diffé- 
rence des quarrés de AS et de SO, à cause de 
SO=SE (4^8). Le quarré de CF sera donc 
égal à la somme des quarrés de AC et de AS , 
moins le quarré de SO; ce qui fait la diffé- 
rence des quarrés de CS et de SO, ou bien, 
le quarré de CO. Ainsi donc, les deux lignes 
CO et CF seront égales enir elles. 

s 

430. Corollaire X. Une démonstration sem- 
blable fera connoilre l'égalité des lignes DI et 
BH. Le quarré de DI est égal à la différence 
des quarrés de Si ou SB, et de DS. Donc, 
le premier des deux étant égal à la somme 
des quarrés de AS et de AB , celui de DI se- 
ra donc égal à la somme de ces deux quarrés, 
moins celui de DS; c'est-à-dire, à la somme 
des deux quarrés de AB, et de AD ou AH. 
Cette somme étant le quarré même de BH, il 
en résultera naturellement , que les deux lignes 
DI et BH sont égales entr^ elles* 

43 1. Corollaire \\. La ressemblance des 
triangles rectangle^ SDI et SOC, ayant l'angle 
ICS commun entr'eux (i63), donne la propor- 
tion (i63^ : ID:lS;=CO:CS. Et -comme on vient 

de 
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de prouver IDât=BH |/|3o)i CO±;=CB (4!ig)i el 
' qiie 4'ûUeur8 Sl=:Bâ par la con^tructioti ', oq 
en tire la proportibn .qui spit : BHrBS=CP:CS, 
ou bien BH:CF=:BS:GS. Il existe donc k 
même rapport entre les hypoténuses des tii- . 
angles BAH et CAF qui expriment, les. ap^ 
du triêdre ^ qu'entré les hypoténuses des /tç- 
angles 'BAS et CAS , qui en représentent les 
côtés. ■ \ 

432. Corollaire Xli. Multipliant la pro* 
portion qu'on vient de trouver, savoir BH:CF=s 
BSzCS^^ avec AC:AD=CS:AS, fournie par ies^ 
triangles semblables ADC et SAC , et suppri- 
mant le terme CS qui est antécédent et cous^ 

Suent à-la-fois , on aura , en mettant à la place 
e AD son égale AH, la proportion suivante? 
AS:BS=AHxCF;ACxBH. Le rapport AS:B$' 
est donc composé des deux rapports AH:BHj. . 
et CF.AC- 

433. Corollaire XIII. Multipliant ' cett^ 
même proportion BH:CF=BS:CS , avec AEtAft 
==AS:B5, fournie par les triangles semblables 
SAB et SEA , et supprimant le terme BS, qnl 
est antécédent et conséquent à-la-fois , on aura, 
en mettant à la place de AE son égale AF, la 
proportion qui suit: AS:CS=AFxBH:ABxCF. 
Le rapport AS:CS sera donc pareillement coon- 
posé des deux rapports AF:CF et BH:AB. 

434- Corollaire XIV. Donc enfin ( Fig, i a i ,^, si 
Ton mène par S les lignes SP et SQ , parallèles 
HB et FC, Ja ressemblance . des triangles per- 
mettra de substituer aux rapports AH : BH ^ 

CF 
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GF:AC, AF:CF, BH:AB, les rapports sui- 
vans qui leur sont respectivement égaux , sa- 
voir : AS:PS, SQ:AQ , AS:SQ , et SPrAP; 
Le rapport AS :BS sera donc compose des deu:£ 
rapports AS:SP et SQ:AQ. Pareillement le 
rapport AS:SC sera compose des deux rap- 
ports AS:SQ et SP:AP, Ces proportions nous 
mettront en état de déterminer les côtés d'un 
triédre rectaôgle , . dont les angles sont donnés. 

Les cqroUaires que nous venons de démon- 
trer, renferment la construction graphique de 
tous les cas qui peuvent avoir lieu dans le 
Iriédre rectangle. 

P R O B L Ê M E. 

435. Connoissant V hypoténuse d'un tiièdr6 
rectangle y avec un de ses côtés y construire gra» 
phiquemeni Vautre côté , et ses deux angles. 
(Fig. l'xo.)^ 

Soit ASC le côté donné; ISC l'hypoténuse. 
Ayant joint ces /deux angles de manière que le 
côté es soit commun à tous les deux , dans 
un point A , pris à volonté sur la ligne SA , 
élevez AC , perpendiculaire à AS ; et abaissez 
la ligne AD, perpendiculaire sur CS, que 
vous prolongerez jusqu'à ce qu'elle rencontre 
la ligne SI en I. Du centre S, avec le rayon 
SI décrivez l'arc de tercle IB , qui rencontre 
la droite AC prolongée en B. Tirez BS j 
abaissez du point A sur BS , la perpendiculaire 
AE ; ensuite , du point A comme centre , avec 
les rayons AE et AD , décrivez les arcs àt 
cercle EF et DH \ et ayant déterminé par ce 

mo' 
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moyen les .points F et H , situés sur la ligne 
AS-, tirez CF et BS. L'angle BSA ser^ l'autre 
côté du triangle: les angles BHA et CFA se- 
ront les angles plans du triëdre , respective- 
ment opposés aux angles linéaires BSA et CSA. 

Problème. 

x 

436. Connoissant un des côtés du triëdre 
avec r angle opposé , construire graphiquement 
Vautre côté , Vautre angle , et F hypoténuse, 
' (Fig. I ao.; 

Soit ASC le côté donné ; AFC Tangle op 
posé. Il en résultera le triangle SFC, ayant 
ASC pour angle interne , et AFC , nécessaire- 
ment plus grand que ASC, pour angle externe. 
Du sommet C de ce triangle , abaissez si^r la 
base SF prolongée la perpendiculaire CA ; et 
du point A abaissez sur SC la perpendiculaire 
AD. Du centre ' A , avec les rayons AD et 
AF décrivez deux arcs de cercle , Tun DH, 
rencontrant AS en H ; l'autre indéfini FE, au- 
quel vous mènerez du point S la tangente SE, 
qui rencontrera la ligne CA prolongée , en B. 
Enfin du centre S, avec le rayon SB, décri- 
vez Tare Bl, qui rencontrera DA prolongée 
en I , et menez les droites SI et BII. 

L'angle BFlA sera l'angle plan , l'angle BSA 
sera Tangle linéaire cherché : et DSI sera l'hy- 
poténuse. 

487. Corollaire. Comme d'un point quel- 
conque on peut mener à un cercle donné deux 
tangentes, situées de part et d'autre de son 

centre , 
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centre, le problême admet nécessairement deux 
solutions différentes. Dans la solution qui: 
est enseignée dans la figure ci-jointe , l'hypo- 
ténuse du trièdre , de même que le côité et 
l'angle qu on demande^ sont supposés aigus: Mais 
prolongeant Tare EF au-delà de F^ on pourra 
lui mener de S* une seconde tangente , du cô- 
té opposé de la base AS ; ce qui donneroit 
une direction analogue aux lignes BH et BS, 
[1 faudroit prendre alors les angles que font 
les prolongemens de ces lignes, tant avec la 
base AS , qu'avec l'arête SC ; et ces angles 
alors deviendroient obtus, quoiqu'aussi bien 
compris que les premiers , dans le sens du 
problème. 

• 

PHOBLÊME. 

438 Connoissant F un des deux côtés d'un triëdre 
"cctangle , avec V angle àdjacenty contraire gra- 
ohiquement y Vautre côté y Vautre angle et Vhy- 
oothénuse. 

Soit ASC le côté donné. Dans un point A, 
pris à volonté sur la ligne AS qui réprésente 
a base y élevez la perpendiculaire indéfinie 
CAB sur la base AS; de ce même point abais- 
iez sur es la perpendiculaire AD ; du point A 
ivec le rayon AD décrivez l'arc de cercle DH , 
jui rencontre la base AS en H. Faites l'angle 
\HB égal à l'angle donné; et ayant ainsi dé- 
:erminé sûr AC prolongée le point B, menez 
BS ; abaissez sur cette ligne de A la perpendi- 
culaire AE, ensuite, des centres S et A, avec 
.es rayons SB et AE, menez les arcs de cercle 

BI 
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BI et £F» JçigQ^ left pointe S et I, de tSkêot$ 
que F et G 9 piur les lignçs SI et FG ; et yom 
aurez rhypotënuse, dans Fangle CSl ; ^ao^ 
linéaire demandé dans BSA, «t Fangle pis» 
demandé' dans AFC. ,- 

P R 0»B L A M E. / ' 

439. ConnoissantrhjpotéfUise d'un trtëébt 
rectarif^ 9 et Fun dès deux angles ,- constrmn 
fçpaphiquement Vjoutre angle et lef deux cé^ 

. Ayant pris AS pour base du triêdre, £iî tes 1 an^ 
. AFCégal à Tangle donné. "Menez Cliï faisant avec 
CFun ang^^égaT^ui <^mp/^/33e/z^d^ l'hypoténuse; 
c'est-à-dire, à ce qu'il faut lui ajouter pour la rendra 
égale à un angle droit; et élever en F surCF 
la perpendiculaire' FN. Hu centre C> aVec k 
jayon Qf décrivez l'arc NS, qui rencontre la 
jbi^ en S , et menez la droite CS. Décarivex 
de même du centre A, avec le rayon AD, que 
vous aurez abaissé perpendiculairement sur CS, 
Tare DH , rencontrant la base en H ; et du 
iientre A avec le rayon AF, l'arc indéfini FE, 
auquel vous mènerez de S la tangente SEB, 
qui rencontre AE prolongée en B. Alors, 
ayant décrit du centi'e S, avec le. rayon SB, 
Tare Bl rencontrant DA prolongée en I , me» 
nez les lignes, droites IS et BH* 

Si l'on n'avoit demandé que le seul côtç 
du triêdre , qui est opposé à l'angle donné 
AFC, alors, après avoir construit le trian]g[le 
rectangle CFN , décrit l'arc de cercle NS , et 
déterminé par son moyen le point S, il suf- 
fisoit, de mener la ligne CS; pour rësoudrç 

le 
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le - problème. Car tirant ensuite^ ensuite la 
ligne SOI , qui fasse avec CS un angle à CSOj 
égal à CNO, qui représente lui-même l'hypa- 
ténuse donnée, et abaissant sur elle la perpen- 
diculaire 10, on auroit les deux triangles par- 
faitement égaux CF*N et COS ; dont les côtés 
CF et CO seroient égales entr'elles. Ayant de 

{)lus l'angle CSO égal à Fhypoténuse donnée, 
a ligne CS sera identiquement la même avec 
celle qui est l'hypoténuse du triangle CAS; 
ainsi Tangle CSA seroit le côté démandé. 

Problème. 

44o. Connoissant les deux angles d*un triëdre 
rectangle y construire graphiquement les deux 
côtés et Vhypoténuse. _ * 

Ayant pris SA {Fig. \i\) pour base du 
triëdre , faites de part et d'autre les angles 
ASP et ASQ égaux aux deux angles donnés du 
triëdre. D'un point quelconque A, pris à vo- 
lonté sur la base , abaissez sur SP et SQ les 
deux perpendiculaires AI et AK; et du centre 
S , avec les rayons SI et SK décrivez les arcs 
IL et RM. Dans les points L et M élevez sur 
la base AS deux perpendiculaires indéfinies, 
sur lesquelles vous porterez de S les deux per- 
pendiculaires AK et AI ; de manière que SRz=; 
AR, et ST=AI. Les angles ASR et AST se- 
ront les ^côtés du triëdre, respectivement op- 
posés aux angles ASP et ASQ. 

Démonstration. Les triangles semblables SI A 
et SAP fournissent la proportion Si ou SL: 
AS=AS:SP. On tire' des triangles semblables 

SKA 
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SKA et SAQ la proportion suivante; AS:AK=: 
SQlAQ; et comme AK=SR , en vertu de la 
construction , cette proportion devient AS: 
SR=SQ:AQ« Multipliant par ordre, et' sup- 
primant le terme commun AS, on aura SL: 
SR=ASxSQ:SPxAQ. Le rapport SL:SR ou 
SA: SB sera donc compose' des deux rapports 
AS:SP et SQ:AQ. Or, ces deux rapports sont 
précisément ceux, que nous avons trouvé équi- 
valens au rapport SA : SB (^Zi.Fig. i ao^ ; comme 
devant déterminer la quantité du côté, opposé 
à l'angle ASP : ainsi l'angle ASB sera le même 
dans les deux figures, et exprimera le coté 
qu'on cherchoit. 

De l'autre côté de la figure , les triangles 
semblables SKA et SAQ donnent la proportion 
SK:AS=SA:SQ , ou SM: AS=S A:SQ. Une autre 

Eroportion est fournie par les triangles sem- 
labiés SIA et SAP ; savoir : AS.:Al=:PS:AP, 
ou bien, à cause de AI=ST, AS:ST=PS:AP. Mul- 
tipliant par ordre , et supprimant encore le 
terme commun AS, il en résulte SM:ST, c'est- 
à-dire , SA:SC=SAXPS:SQXAP. Ainsi le rap- 
portSA:SC, composé des deux rapports SA:SQ 
et PS:AP , et se trouvant parfaitement iden- 
tique avec celui de (482) qui détermina la 
grandeur du côté opposé à l'angle, il faut ea 
conclure que l'angle ASC exprime en effet le 
côté opposé à l'angle ASQ , qu'on avoit de- 
mandé. 
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44 ï- Où appelle projection d'un point sur 
un plan ^ le pied de la perpendiculaire » abaia* , 
sëe du point sur le plan. 

Prenons pont exemple le plan désigné par les 
lettres WYZ. {Fig, laa.) Abaissant d'un point A 
qui est hors dç ce plan , la perpendiculaire AL sur 
lui , le point L où elle le traverse , sera la projection 
du point A, ainsi que. de tous les autres points de 
la perpendiculaire AL sur le plan WYZ. 

44^- DoQC^ conuoissant d'ailleurs la posî- 
tion du plan dans Fespace , et la projection du 
point A sur lui , il ne reste pl\is qu'à connoitre 
son élévation au-dessus du plan , c'est-à-dire , 
la ligne AL ; et alors la position du point dans 
l'espace sera parfaitement déterminée. 

443. Elle sera également déterminée par 

les projections du point A, faites sur deux plans 

ijiftérens, perpendttulaires entr'eux; tels que 

Z sontiles plans WYZ et XYZ. Dans ce dernier 

cas y abaissant du point A les lignes AL et AP 

-. jperpendiculaires sur les deux plans ^ et menant 

^ par les projections L et P les lignes LT et PT, 

qui leur sont parallèles » ou aura le rectangle 

APTL, perpendiculaire à-la-fois aux deux plans 

' WYZ fet XYZ , de même qu'à leur intersection 

commune YZ. (Fig. laa.^ 

P 444^ 
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444* Abaissant de même de tous les autres 
points des deux lignes AP et AL, des lignes 
respectivement perpendiculaires aux deux plans 
WYZ et XYZ , les premières auront leurs poiats 
d'intersection avec le premier des deux dans 
la ligne LT parallèle à AP ; tandis - que les 

Î)oints d'intersection que font les* autres avec 
e second des deux plans, se trouveront dans la 
ligne PT , parallèle à AL. La projection de la 
ligne entière AP sur le plan WYZ sera donc 
LT; et la projection de la ligue AL sur le 
plan XYZ sera PT. 

44^- Pour fixer les idées, et pour se con- 
former d'ailleurs aux usages habituels de la 
ligne de niveau et du fil à plomb, on est 
convenu de supposer l'un des deux plans h(h 
rizontal j et l'autre vertical. Nous donnerons 
le nom de base à la ligne YZ, intersection 
commune des deux plans. 

446- Ces principes étant posés , menons 
d'un point quelconque B du plan vertical, k 
un autre point D du plan horizontal, la ligne 
droite BDf//^.iQ3j. De ces deux points B et D abais- 
sons sur la base YZ les deux lignes perpendi- 
culaires BC et DE , dont *la première sera né- 
cessairement située dans le plan vertical , et 
l'autre dans le plan horizontal ; et menons les 
deux lignes CD et BE , la première , située 
dans le plan horizontal , et l'autre dans le 
vertical. 

447- Les deux lignes BC et DE seront res- 
pectivement perpendiculaires , la première au 
plan horizontal, l'autre au plan vertical. 

448* 



\ 
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448- ï^e plan du tmngle BCD , conduit 
selon BC , et rectangle en C , sera perpendi- 
culaire au plan horizontal ; les points Q , Q'^ 
déterminés par |les lignes AQ , A'Q' , per- 
pendiculaires au même plan , seront les 
projections horizontales des points A , A' ; 
et la hgne CD sera la projection horizontale 
de BD- 

449* Le plan dii triangle DEB, rectangle 
en E, et conduit selon DE, sera perpendicu* 
laire au plan vertical ; les points P , P' , 
déterminés par les lignes AP > A'P' , per* 
pendiculaires au même plan , seront les 
projections verticales des points A , A' , et 
îa ligne BE sera elle-même la projection verti- 
cale de la ligne BD. 

45o. Le point C sera donc le sommet 
d'un triëdre . bi-rectangle , compris entre les 
trois plans BCD ^ BCE ^ DCE , dont les deux 
premiers sont perpendiculaires au troisième, 
et font entr.'eux un angle plan, égal à Tangle 
linéaire DCE. 

45 1* Le point £ sera aussi le sommet 
d'un triëdre bi-rectangle , compris entre les 
trois plans DEB, DEC, BEC, dont les deui 
premiers sont perpendiculaires au troisième , 
et comprennent entr'eux,''vn angle plan, égal 
à Tangie linéaire BEC. 

45a. Le point B sera le sommet d'utk 
triëdre rectangle, compris entre les plans CBD^ 
CBS et EBD,^ idont les deux derniers font un 
angle droit éntr'eux. Des deux autres angles 

P 2 plans. 
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plans, lun DBCE est égal à l*angle linéaire 
DCE ; l'autre CBDE exprime Finclinaison mu- 
tuelle des deux plans CBD, £BD, ayant la ligne 
même BD pour sommet commua. 

453. Pareillement le point D sera le som- 
met d*uu triëdre rectangle, compris entre les 
plans £BD, ECD et BCD , dont les deux de^ 
niers font un angle droit entr'euxr Des deux 
autres angles plans, l'un BD£C est égal à langle 
linéaire BEC ; et Tautre CBDE exprime cette 
même inclinaisoii mutuelle des ' deux plans 
CBD et EBD^ dont le sommet linéaire com- 
mun est encore la ligne même BD. 

454. Pour construire cet angle , que cora- 

{)rennent entr'eijx les deux plans, meùés selon 
a ligne BD , et dont l'un est perpendiculaire 
au plan horizontal 5 Tautre au vertical , il faut 
recourir aux constructions graphiques du triëdre 
rectangle , dont la counoissance en général est 
inséparable de celle des projections. 

455. Le grand objet des projections est 
de représenter par des figures faites sur un 
seul plan , et n'ayant par conséquent que deux 
dimensions , tout ce qui concerne le corps 
mathématique^ dans lequel la position respec- 
tive des parties suppose l'usage des trois di- 
mensions^ et de réduire ainsi la connoissance 
entière du corps mathématique et celle des 
différentes surfaces, tant planes, que convexes 
ou concaves , à celle de deux seules figures 
planes , dont l'une est supposée décrite dans 
le plan horizontal , et l^aulre dans le vertical. 

456. 
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456. Il dépend encore dn Géomètre, de 
fiaire de ces deux plans un seul plan horizon- 
tal , en supposant que le vertical , tournant 
autour de la base comme charnière , ait fait ' 
Tin quart de conversion , pour s'abattre sur le 
plan^horizontal, et ne faire plus qu'un seul et 
même plan avec lui. En vertu de ce mouve- 
ment , toute ligne située dans le plan vertical, 
et perpendiculaire à la base , restera perpen- 
diculaire à cette même base , îtprès que la 
conversion aura été opérée ; et la projection 
verticale d'un point quelconque se trouvera 
sur le prolongement de la perpendiculaire, 
que de sa projection horizontale on aura abais«> 
se sur la base. 

456. De plus nous appellerons les traces 
d*un plan quelconque , les deux intersection» 
linéaires qu'il fait avec les deux plans déter- 
niinateurs : et de même les traces d'une ligne 
-seront les points où eUe traverse ces mêmes 
plans. 

"ïsr base .:8$ra tpujoiirs distinguée des autre» 
lignes de la figure, par dn trait plus grossier, et 
par conséquent plus visible. 

Le plan vertical venant à tourner autour de la 
base, toute ligne, telle que PT, perpendiculaire à 
la base, continuera de faire un angle droit avec 
elle, et se trouvera enBn en ligne droite avec BT, 
qui marquera la projection horizontale de ce même 
'point A, dont la verticale avoit été sur PT. 

Les points B et D seront les deux traces de la 
ligne BD. Les lignes BE et DE seront de même 
les deux traces du plan BDE. 

Ces principes étant posés , nous enseignerons 
la solution d'une suite de problèmes, qu'on peut re- 

' garder 
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garder comme" fondamentaux de la science des pro- 
jections, et comme devant conduire à la «olutioa 
de questions plus compliquées. 

Problême I. 

458/ Connaissant les deux projections dune 
ligne quelconque y déterminer ses traces sur les 
deux plans déterminateurs , cesUà-dire , les 
points où elle traverse le plan vertical et le 
plan horizontal, (Fig. 1^4 -3 

Soit BE la projection verticale, CD la pro- 
jection horizontale de la ligne en question. 
Au point E où la première traverse la basé, 
élevez la perpendiculaire £D , qui rencontre la 
seconde en û. Au point C où la seconde 
traverse la base , élevez la perpendiculaire CB, 
qui rencontre la première en B. Les points 
B et D seront les deux traces demandées. 

Car la ligne BD , dont les deux projections 
sont CD et BE, devant être l'intersection com- 
mune de deux plans différens, l'unBCD, per* 
pendiculaire à rtiorizontal , et dirigé selon BC 
et CD, faisant un angle droit entr'elles; l'autre 
DBE, perpendiculaire au vertical, et mené se- 
lon DE et EB, qui comprennent aussi un 
angle droit ; elle doit donc passer d'un côle 
par l'intersection commune des deux lignes DIJ 
et De, et de l'autre par l'intersection commune 
des lignes DE et DC. Ces deux points seront 
donc les traces demandées. 

459. Corollaire I. Si la ligne BD étoit 
parallèle au plan horizontal, sa projection ho* 
rizoutale CD pourroit faire avec la base YZ un 
angle quelconque, mais sa projection verticale 

BE 
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BE seroit alors parallèle à la base YZ; et on 
troqyeroit comme auparavant sa trace B , en 
élevant en C la perpendieulaire CB , jusqu'à 
la rencontre de cette parallèle. 

460. - Corollaire II. Réciproquement si la 
ligne BD ëtoit parallèle au plan vertical , ' sa 
projection verticale BE pourroit faire avec la 
base YZ un angle quelconque ;" mais sa pro- 
jection horizontale CD seroit parallèle à la 
base YZ , et on trouveroit encore la trace D , 
en élevant en E la perpendiculaire ED , jus- 
qu'à la rencontre de cette parallèle. 

461. Corollaire M\. Si par un autre point 
quelconque , dont les deux projections seroient 
Ket I {Fig. 1 24^, il falloit mener une ligne parallèle 
à BD , on tireroit d'abord par les points K et 
I les ligues B'E', C'D^, respectivement paral- 
lèles aux deux projections BE et CD. Ces 
lignes seroient les projections de la droite de- 
mandée, parceque généralement les projections 
de deux lignes parallèles , sur un plan quel- 
conque, doivent être parallèles entr 'elles, étant 
les intersections de deux plans parallèles en- 
tr'eux , avec un troisième. Après quoi , éle- 
vant aux points C, E', les lignes C'B' et E'D' 

erpendiculaires à la base commune, les points 
' et D' seront les traces de la ligne demandée. 

P R o B L £ M E II. 
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. [fil. Les mêmes choses étant supposées, 
déterminer les angles que fait la ligne HD avec 
chacun des deux plans déterminateurs* (Pl§* 
123. 124.^ 

Les 
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Les deux projections de la ligne BD étaot 
donuëes y ce qui en fera trouver facilement 
les traces par le problème précédent ^ il faut 
donc regarder conrime connues ^ les lignes BC 
et DE, projections de la ligne entière BD, de 
même que la partie CE de la base , qui les 
sépare. 

L'angle que fait la ligne BD avec le plan 
horizontal , sera Tangle même BDG , parceque 
BC est perpendiculaire à ce plan. Cet angle 
appartient au triangle rectangle BCD , qu'il 
faut supposer entièrement connu , parcequ'il a 
pour hauteur BC , et pour base CD , dont le 
quarré est égal à la somme des quarrés de 
C£ et de DE. 

L'angle que fait cette même ligne avec le 
plan vertical , sera Tangle DB£ , par la même 
raison. Cet angle appartient au triangle rect- 
angle DEB , qu'il faut encore siipposer connu, 
y parcequ'il a pour hauteur DE , et pour base 
BE, dont le quarré est la somme des quarrés 
de BC et de CE. 

Quant à la ligne même BD , son quarré 
est visiblement égal à la somme des trois quarrés 
de BC , CE , et DE. 

PROBLéME III. 

463. Les mêmes choses étant supposées , 

on demande la construction de V angle , que 

fait la ligne BD avec la base CE. (Fig. I23.> 

Comme 
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Comme ces deux lignes ne se conpeut pas. 
réciproquement, menons dans le plan horizon- 
tal, et par le point D, la ligne DF, parallèle '%^ . 
à CE; de même que CF parallèle à DE: et "% 

tirons la ligne BF. La ligne CE, perpendicu- 
laire sur BC et sur CF, le sera sur tout le 
plan BCF; ainsi DF, parallèle à CE, sera per-* 
pendiculaire sur le même plan BCF. L'angle 
BFD sera donc un angle droit ; et le triangle 
BFD sera rectangle; ayant PF==:CE pour base, 
et pour hypoténuse la ligne BD , dont le quat- 
re est la somme des quarrës des trois lignes 
BC, Ce et ED. L'angle demandé sera celui 
que comprennent entr'elles la base et l'hypoté- 
nuse de ce triangle. 

« 
Probl:ême IV. 

464. Connoissant les projections de trois 
points quelconques y trousser les traces du plan 
qui passe par ces points. 

Soient les trois points À, A', A". Si on 
mène les trois lignes AA', A/V, A'A", etquon 
les prolonge indéfiniint^ut de part et d'autre , 
ces lignes, comme situées dans le plan dont 
on demande les traces , doivent traverser ceUes* 
ci dans les points qui seront les traces mêmes 
des ligntîS AA', AA", A' A''. Il n'y aura qu'à 
appliquer à chacune de ces lignes la solutioii 
du premier problême ; et on aura pour cha- 
cune des deux traces, trois points par lesquels 
elle doit nécessairement passer, au lieu de 
deux, qui sufûroient déjà pour en déterminer 
la position. 

Donc , 
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TioncCFig. I a S), désignant parQ, Q', Q'' les pro- 
jections horizontales des points donnés; parP, 
P', P" leurs projections verticales, situées sur 
le prolongement des perpendiculaires ^ qucli 
aura respectivement abaissé des premières sur 
la base commune; on commencera par mener 
les lignes PP', FP", QQ', Q'Q", qu'on probor 
géra jusqu'à leurs points de rencontre respec- 
tifs G, F, H; I avec la base. Dans les points ' 
H et I élevez des perpendiculaires à la base, 
jusqu'aux points B et B^ ou elles rencontrent 
les lignes PP' et P'P". Elevez de même' des 
perpendiculaires dans les points G et F , jus- 
qu'aux points D et D' , où elles rencontrent 
les lignes QQ' et Q'Q". Les lignes BB' et 
DD', prolongées jusqu'au point commun d'in- 
tersection où elles coupent la base , seront les 
traces demandées. 

Problème V. 

465. Cofinoissant les traces OB et OD d'un 
plan , trouver les traces d'un second plan , par 
rallèle à celui-ci ^ et qui passe par un points 
dont la position est donnée par ses deux pro- 
jections P et Q. (Flg- 126.^ 

Les deux plans étant supposés parallèles 
entr'eux , les intersections linéaires qu'ils 
forment avec chacun des deux plans déterrai- 
natours, c'est-à-dire, leurs traces, tant hori- 
zontales que verticales , seront parallèles de 
même. 

Menant par le point donné une ligne pa- 
rallèle à la trace horizontale du plan donnée, 

cette 
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cette ligne qui sera entièrement située dans le 
plan demande , traversera le plan vertical dans 
un point qui appartiendra à la trace verticale 
dé ce dernier. 

Menant par le même point donné une ligne 

parallèle à la trace verticale, cette ligne, qui 

sera aussi située dans le plan qu'on demande, 

'traversera le plan horizontal dans un point 

qui sera un de ceux de sa tracé horizontale. 

Reste donc à déterminer les points où Içs 
deux parallèles en question traversent les deux 
plans déterminateurs. Ce problème est entiè- 
rement compris dans le premier; et voici ce 
que devient dans le cas présent la solution 
générale que nous y avons enseiguée. 

Par le point P menez la ligne PH , paral- 
lèle à la base , de même que PI , parallèle à 
la projection verticale, et rencontrant la base 
en I. 

.Par le point Q , menez la ligne QK paral- 
lèle à la base , et la ligne QG , parallèle à la 
projection horizontale, et rencontrant la base 
en G. 

Dans les deux points G et I élevez les deux 
lignes GH et IK. , perpendiculaires à la base , 
jusqu'à la l'encontre des deux parallèles PH et 
.QK; et par les points H et K menez les lignes 
HL et KL , respectivement parallèles aux deux 
traces BO et DO du plan donné. Ces deux 
lignes, qui par la nature du problème doivent 
nécessairement se rencontrer dans quelque 

point 
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point de la base même , seront les traces 
qu ou clemandoit. 

Problème VI. ' 

466. Connaissant les deux traces BOetDO 
d*un plan , et les projections VEF et WGR 
d^une ligne qui le traverse ^ déterminer les deux 
projections du point de leur intersection mUr 
tuelle. (Fig. 127.^ 

Du point de rencontre E de la trace verti- 
cale avec la projection verticale abaissez sur U 
base iia. {)erpendiculaire £K. Dans le point 
d'intersection F ^e* cette même trace verticale 
avec la base , élevez sur elle la perpendica- 
laire FD, qui rencontre la trace horizontale 
en D , et tirez DK , qui rqjAcontrera la pro- 
jection horizontale de la ligne donnée dans un 
point M. Ce point sera la projecïî on hori- 
zontale de son point d'intersection avec le 
plan donne'. 

Pareillement, du point de rencontre G de 
la trace horizontale avec la projection horizoa- 
tale abaissez sur la base la perpendiculaire GI. 
Et dans le point de rencontre H de cette 
même trace avec la base élevez sur celle-ci la 
perpendiculaire HB. Tirez BI. Le point L 
ou cette ligne rencontre la projection verticale 
de la ligne donnée , sera la projection verti- 
cale de son point d'intersection avec le plan 
donné. 

La ligne LM qui réunit les deux projeo- 
tion$ de ce point, sera perpendiculaire à la 
base. 

Pour 
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Pour prouver celte solution, imaginons un 
plan y perpendiculaire au plan horizontal , et 
conduit suivant la ligne donnée, et considé- 
tons l'intersection de ce plan avec le plan don- 
né. Sa projection horizontale sera la même 
que celle de la ligne suivant laquelle ce plan 
a été conduit; savoir GH. La ligne elle-uiéme 
commencera en I , et elle se terminera à 
quelque point de la trace verticale : ainsi , en 
vertu de la construction du premier problème, 
elle ne pourra avoir pour projection verticale 
que la ligne IB. Ainsi la projection verticale 
du point qu'on cherche , devant se trouver à- 
la-fois sur les deux lignes IB et DF , se trou- 
vera naturellement dans le point L de leup 
intersection mutuelle. 

Imaginons de même un plan, perpendicu* 
iaire au plan vertical, et conduit suivant la 
ligne donnée ; et considérons l'intersection de 
ce plan avec le plan donné. Sa projection 
verticale sera la même que celle de la ligne 
fluivant laquelle le plan a été conduit ; savoir 
'EF. La ligne elle-même commencera en K ; 
et devant se terminer à quelque point de la 
trace horizontale, elle ne pourra avoir pour 

{irojection horizontale que la ligne KD. Ainsi 
a projection horizontale du point qu'on cherche, 
devant se trouver à-la«fois sur les deux lignes 
GH et KD, sera dans le point M de leur in- 
tersection mutuelle. 

Il suit enfin de la nature du problème , 
que la ligne LM , qui joint les deux projec- 
tions, est perpendiculaire à la base. 

Pro- 
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Problême VII. 

46^. Connaissant les deux traces (Tun pian, 
abaisser d'un point dont les projections sont 
données , une perpendiculaire sur le plan. 

Des projections du point donné abaisser 
sur les deux traces du plan , des lignes qui 
leur sont respectivement perpendiculaires; eUrt 
seront les projections indéfinies de la perpen* 
dicularre qu'on cherche. 

Car menant selon la perpendiculaire deux 

Elans, dont Tun soit perpendiculaire au plaa 
orizontal, Tautre au vertical > les projections 
indéfinies qu'on demande , seront situées dam 
ces deux plans ; et comme les deux plans sont 
respectivement perpendiculaires aux deux traces, 
les intersections qu'ils forment avec les deux 
plans déterminateurs , le seront de même. 

Les deux projections de la perpendiculaire 
étant trouvées , le problème actuel ne sera 
plus qu'un cas très-particulier du précédent. 

Probl:ÊM£ VIIL 

468. Les deux projections d'une ligne , de 
même que celle d'un point étant données, trou* 
ver les traces d'un plan , mené par le point 
perpendiculairement à la ligne. (Fig. 1 28.^ 

Soient VE et WH les deux projections de 
la ligne donnée ; soient aussi P et Q celles du 
point donné. D'un point quelconque O de la 
base abaissez sur VF et WH les perpendicu- 
laires 0£ et OD ; elles seront les traces d'un 

plan. 
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plan , perpendiculaire à la ligne dontiee , en 
vertu du problème précédent. Restera donc à 
mener par le point donné un plan parallèle à 
celui-ci ; problème entièrement identique avec * 
le problème VU , auquel par conséquent celui* 
ci est réductible. 

Problême IX« 

469. Abaisser iVun point donné une per^ 
pendiculaire sur une ligne donnée y les projec-^ 
tiens ^ de Vun et de Vautre étant supposées con* 
nues. {Fig. lag.^ 

Soient P et Q les projections du point : FV 
et HW celles de là ligne. Des points P et Q 
menez les lignes indéfinies PR et QT, paral- 
lèles à la base. De ces mêmes points menez 
les lignes PU et QS, respectivement perpendi" 
cnlaires aux deux projections FV et HW; et 
dans leurs points d'intersection U et S avec la 
base, élevez les perpendiculaires UT et SR, 
qui rencontreront les deux parallèles aux points 
T et R. Menant par ces points les lignes TG 
et RB respectivement perpendiculaires aux 
deux projections FV et HW, ces lignes seront 
en vertu du problême précédent , les traces du 
plan mené par le point donné , et perpendir 
culaire à la ligne donnée. Reste donc à dé- 
terminer le point d^intersection de ce plan et 
de la ligne donnée. 

Cette seconde partie de la solution est corn- 
prise dans celle du problême VI. Par les 
points G et H menez les lignes GI et HB, perw 
pendiculaires à la base : et ayant déterminé 

par 
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par cette dertiîèfe'le point B, tirez IB. Le 
point L, où elle rencontre la projection VF, 
sera la projection verticale de celui 6ù la per- 
pendiculaire abaissée du point donné , ren- 
contre la ligne donnée. 

Une construction semblable en déterminera 
la projection horizontale M, laquelle au reste 
doit être au point où la perpendiculaire, 
abaissée du point L , rencontre la projection 
horizontale de la ligne donnée. 

Problême X. 

470. Connoissant les projections de deux ' 
lignes menées dans l'espace , troui^r les traces 
d'un plan , conduit suivant F une , et partdUk 
à F autre. (Fig. i3o;y 

Soient IL et KM les projections de la pre- \ 
mière des deux lignes : et soient BC et AD 
celles de la seconde. Elevant aux points I, R, 
B, A les perpendiculaires IM , KL, BD , AC, 
jusqu'à la rencontre des projections horizon- 
tales et verticales , les points M et D 
seront ceux où les deux ligues données ren- 
contrent le plan horizontal; et les deux autres 
points L et C seront les points d'intersection 
de ces mêmes lignes avec le plan vertical* 

La première des deux lignes devant être 
entièrement située dans le plan demandé'i 
dont elle doit rencontrer quelque part les 
traces, ses points d'intersection avec ces mêmes 
traces doivent nécessairement être en L et en 
M. Ainsi , menant d'un point quelconque 

de 
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de la base , aux points L et M les droites OL 
et OM , tout plan conduit suivant OL, et OM, 
contiendra aussi la première des deux lignes 
données , et remplira l'une des deux conditions 
du problème. Reste donc à de'terminer parmi 
tous ces plans, celui qui satisfait en même 
» tems à l'autre. 

Des points I et L menez les lignes I£ et 
LiF , parallèles à la projection verticale BC. 
Des points K et M menez aussi les lignes KH 
et MG , parallèles à la projection horizontale 
AD. Aux points G et F élevez les lignes GE 
et FH, perpendiculaires à la base; et ayant détermi- 
ne par leur moyen les points £ et H , menés 
les lignes droites £L et MH. Files doivent se 
rencontrer dans quelque point O de la base; 
et seront les traces du plan demandé. 

Pour le prouver , considérons la ligné qui 

joint entr'eux les points £ et M des deux 

.|;races , de même que celle qui en joint les 

points L et H. Ces deux lignes seront donc 

' entièrement situées dans le plan de ces traces» 

JEt comme leurs projections verticales ÈI et LF 

Itont parallèles à CB; et que leurs projections 

horizontales GM et KH sont pareilleitient par 

rallèles à AD , la ligne donnée CD , dont CB 

et AD sont les deux prqjections, sera donc pâ- 

Jrâllèle aux lignes EM et LH , et par consé- 

'Quent aussi au plan des deux traces £0 et 

MO , lequel , étant conduit suivant LM , et 

parallèle à CD, remplira les deux condition^ 

dki problème. 

Q 471- 
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471* Corollaire I. Si par les points C et 
D on mène les lignes CO' et DO', parallèles 
aux traces EO et MO qu'on vient de trouver, 
ces deux lignes seront les traces d'un nouveau 
plan, conduit suivant CD, et parallèle à LM. 

47a. Corollaire IL La ligne que d'un 
points quelconque de l'un des deux plans on ' 
aura abaissé perpendiculairement- sur l'autre, 
sera en même tems la plus courte qu'il smt 
possible de mener entre les deux lignes don* 
nées. 

473. Corollaire IIL Et comme les deux 
plans déterminateurs font avec chacun des deux 

Elans EOM etCO'Dun triëdre rectangle sur ia 
ase ÂOO^ la dite ligne n'est autre chose que 
l'élévation du point O au-dessus de Thypoténuse 
du second de ces triêdres. Ainsi, pour la construire, 
élevez en O sur la base la perpendiculaire QOR; 
abaissez de ce même point surO'Q la perpen- 
diculaire OS ; et ayant décrit l'arc de cercle 
SU , et mené la ligne RU , abaissez de O sur, 
cette dernière ligne la perpendiculaire OW; 
elle exprimera la plus courte distance entre 
les deux lignes proposées. La démonstration 
de cette solution est renfermée dans le Corol* 
laire VII , prop. 4^0. 

Obliges^ de nous resserrer entre les bornes d'un 
ouvrage éiéraentaire , nous supprimons ici , avec 
quelque regret pourtant, ce que nous avions à dire en- 
core sur cette partie intéressante de la Géométrie , 
i qui son illustre inventeur a donné le nom da 
Géométrie descriptive. 

Toutes les questions qui appartiennent à h 
Ge'ométrie descriptive, sont également accessibles 

aux 
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ux méthodes générales auxquelles conduit la marche 
ouîours uniforme du calcul littéral;' et si pour ré- 
oudre un pr4)bléme quelconque , il suffisoit n'avoir 
rouvé les équations desquelles dépend cette solution, 
'analyse méiiteroit la préférence sur la constifuction 
iraphique , par la facilité avec laquelle elle fournit 
es équations. Mais ces équations son( presque tou« 
ourà, même dans les cas les plus faciles, au nombre 
le trois au moins , à trois inconnues chacune^ d^ob, 
I résulte pour la valeur de chaque inconnue des 
ormules tellement compliquées , qu'elles en ^ de* 
iennenl prçsqu'înutiles pour la pratique de Tart/ 
3e plus il fandroit toujours, pour résoudre le pro- 
blème ^ expijmer par des nombres toutes les incon- 
lues qu*une analyse infiniment compliquée auroit fait 
lécoùvrir; il faudroit construire les lignes représen- 
ées.par ces nombres, et les joindre ^entr'elles sous 
les angles qu'il faudroit' encore déterminer séparé- 
ncnt. Or, c'est ce que la Géométrie . apprend \ 
aire imméliatement , sans aucune analyse prélimi- 
laire, par des constructions infiniment simples, qui 
•eviennent à l'intersection de quelques lignes , et 
[ui sont à la portée du dernier des artistes. 

CHAPITRE QUINZIEME/ 

LES POLYÈDRES. 



DiFIKITIONS. 



474. Tout corps terminé de toutes patts 
par des surfaces planes, qui doivent être ait 
moins au nombre de quatre ^ reçoit le nom de 
corp.i polyèdre , ou simplement de polyèdre. 

475. L'intersection commune de deux faces 
adjacentes est nommée arêie du polyèdre, te 
nombre des arêtes est donc la moitié de celui 

(^2 des 
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des côtes de toutes les faces polygones qui \[ 
composent la surface du polyèdre. 

476. Trois ou plusieurs faces qui coq* |i 
courent dans un point , font de ce point uq 
des sommets du polyèdre. Chaque sommet 
est en même tems celui d'un des angles so* 
Udes , que présente la surface. 

TH£OR:èME. 

477* Le nombre des angles solides £un polyèdre 
quelconque est égal h cehii de ses arêtes ^ mohu 
celui de ses faces , plus deux* 

Ayant prouvé que la capacité d'un triedre quel* 
conque est égale a la somme de ses angles plans ^ 
moins celle de deux droits; on en tirera la consé- 
quence naturelle que la capacité d'un angle solide 
^etraëdre est égale à la somme de se$ angles plans^ 
moms quatre angles droits ; que la capacité d*un 
angle soiide pentaedre est égale a la somme de ses 
angles plans , moins j/x angles droits ; et qu'en, gé- 
néral, désignant par s la somme des angles plans 
d'un angle polyèdre, et par n le nombre de ses 
faces, la capacité de l'angle sera égale à s — 2w-j-4 ; 
l'angle droit étant Tunité des angles linéaires, et 
l'ordioëdre celle des angles solides. 

Cela étant, d'un point quelconque pris à volon- 
té au dedans du solide, menez des lignes droites \ 
tous ses sommets. L'espace entier indéfini dont ce 
point peut être supposé le centre^ et qui équivaut 
a huit orthoëdres , sera donc partagé en autant 
d'angles solides que la surface du polyèdre aura de 
faces. Le nombre de ces lignes elles-mêmes , qui 
seront les arêtes de ces angles polyëMres concourant 
au centre, sera égal à celui des sommets du solide. 
Le nombre des faces enfin entre lesquelles ces angles 
seront compris, sera le double de celui des arêtes 
qui se trouvent sur la surface du soliJe» la même 

arête 
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arête étant toujours commune Ik deusc arigles po- 
lyèdres contigus. 

Or , la capacité de chacun de ses angles po- 
lyèdres étant égale \ j— s;z+4, k somme de tous 
ces angles, que nous savons être celle de huit or'^ 
thoëdres, sera donc égale à celle de tous les angles 
plans qui auront pour leurs sommets linéaires les 
lignes qu'on .aura mené du centre 'k tous les som<* 
mets du solide , et qui sera celle de quatre angles 
droits^ prise autant de fois que le solide a de som- 
mets : moins deux fois le nombre des faces qui 
comprennent tous ces angles y et qui est lui-même 
le double de celui des arêtes , se trouvant sur la 
surface du solide: plus quatre fois le nombre de 
ses faces. 

Donc, désignant par S le nombre de ses angles 
solides ; par F le nombre de ses faces ; par A celui 
de ses arêtes; on aura l'égalité très-naturelle ; 8=48 
— 4A+4F ; et divisant par 4 de part et d'autre ^ 
fi=;S— A+F, ou S=À— F-f-a; ce qui est l'énoncé 
du tiiéorème. 1 ' 

478. Le corps polyèdre reçoit son nom 
du nombre de ses faces. Quatre faces font le 
corps tétraèdre ; cinq faces le corps pentaèdre; 
six faces le corps hexaèdre etc. 

479. La pyramide est un corps , ayant 
pour base un polygone quelconque, et toutes 
ses autres arêtes qui ne sont pas côtes de la 
base , concourant dans un seul pioint hofis de 
cette base , qui est le sommet de cette pyra- 
mide. 

Telle est (Fig. i3i.) la pyramide SABCDE» 

ayant le pentagone ABCDË pour base, et le point 

S pour sommet. Si on coupe un angle poljëdre 

quelconque par un plan , qui en traversant toutes 

ses arêtes , détermine les sommets de la basé , il 

^j2 résultera une pyramide. 

Le 
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Le nombre des c6:é8 de la base étant désigné 
par 72 9 celui des sommets, de même que celui de 
ees faces sera n-f-i ; et celui de ses arêtes sera an. 

Tous tes angles là la base d'une pyramide quel- 
conque, sont triëdres. Celui du sommet est po- 
lyëilre, d'après le nombre des faces qui concMirent 
au sommet. La totalité de ces dernières faces est ce 
qu'on nomme surface latérale ou convexe de la py- 
ramide. £n 7 ajoutant la base , on aura sa surface 
entière. 

480. La hauteur d'une pyramide est la 

Eerpendiculaire abaissée du sommet sur la 
ase, prolongée en cas de besoin. La 4)yra- 
mide est nommée triangulaire, quadrangulaire 
etc. selon le nombre de*s côtés de sa base. 
Elle est régulière, lorsqu'ayant pour base un 
polygone régulier, la ligne qui joint le centre 
de cette base au sommet, et qui alors prend 
le nom ôioxe , est perpendiculaire sur la base, 
et exprime par conséquent la hauteur de la 
pyramide. 

481. La pyramide étant coupée par un 
plan quelconque parallèle à la base , la por- 
tion de cette pyramide, qui est comprise entre 
les deux bases , est nommée pyramide tron- 
quée. 

Les faces latérales de la pyramide tronquée sont 
donc des trapèzes , et les deux bases opposées sont 
des polygones semblables (35o). 

Les pyramides tronquées à bases non-parallèles, 
ne sont guères l'objet de la Géométrie élémentaire. 

Le corps désigné par les lettres ABCDEFGHIK 
(Fig. iSi.) est une pyramide tronquée. 

48a. 
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482. Le prisme est uo' corps , compris 
itre deux plans parallèles,, et terminé laté« 
dément par deis arêtes ^parallèles entr elles. 
Fig. iSa. i33. i35^ 

Le prisme est donc ce que dçviendroit une py* 
mide tronquée, dont les frètes latérales, au lieu 
; concourir dans un point, seroîent parallèles en* 
elles. 

r 

Les faces latérales de la pyramide tronquée étant 
;s trapèzes, celles du prisme seront de véritables 
irallélogrammes. Et les deux bases de la première 
ant semblables entr'elles, celles de la seconde sé- 
nat égales. 

Le nombre des côtés de chaque base étant de- 
gné par 71, ce nombre sera aussi celui des parai- 
logrammes qui composent la surface latérale du 
risme ; le nombre total de ses faces sera 7f-^fi; 
ilui de ses sommets sera fi/z ; et celui de ses arêtes 
ira 3/2. 

483. La hauteur d'un prisme est la per^ 
endiculaire, abaissée de Tune de ses deux 
ases sur l'autre. Le prisme est. droit ou 
bliquCy d'après que ses arêtes latérales sont 
erpendiculaires sur les deux bases, ou qu'elles 
)nt un angle oblique avec elles. 

La hauteur du prisme droit est donc éjple \ 
hacune des arêtes latérales, ou égale au coté du 
risme. La hauteur du prisme oblique est toujours 
Qoindre que son cdté. 

f 

484. Le prisme est nommé triangulaire y 
^uadrangulaire^ pentagonaletc. selon le nombre 
es cotés de qhacune dé ses bases. Il a par*^ 
nit des triëdres pour angles solides, quelque 
it le nombre de ses côtés. 

485. 
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485. Le prisme dont la base est un pa- 
rallélogramme^ et dont par conséquent toutes 
les faces sont des parallélogrammes, est nom* 
nie parallélépipède. Les faces opposées du pa- 
rallélépipède sont donc égales entr'elles : les' 
arêtes qui joignent deux faces opposées sont 
égales de même; ses angles opposés sont sym- 
mctriquement égaux entr'eux, (Fig, i3a.^ 

486. Ije parallélépipède rectangle est celui 
dont toutes les faces sont des rectangles. C'est 
donc un prisme droit , ayant un rectangle 
pour base, et dont tous les angles solides sont 
des orthoédres. (Fig. i33.) 

487. Le cube est un parallélépipède rect- 
angle dont la base est un quarré , et dont la 
hauteur est égale au côté de la base. 

Ainsi tontes les arêtes du cube, au nombre de 
douze ^ sont égales entr'elles; et toutes ses faces, au 
nombre de six ^ sont des quarrés égaux entr*eux. 

La pyramide triangulaire est sous plusieurs rap- 
ports parmi les polyèdres, ce que le triangle recti- 
iigne est parmi les polygones. 

Tour polyèdre peut être partagé en pyramides 
trimgulaires par des plans diagonaux , menés du 
sommet de chaque angle solide à toutes les arêtes 
qui ne sont pas situées dans les plans de ses faces. 
La pyramide triangulaire est donc l'élément du po- 
lyèdre, comme le triangle est l'élément du polygone. 

Toute pyramide triangulaire peut être inscrite 
dans une sphère. Si dans les centres des cercles , 
circonscrits a chacune de ses quatre faces , on 
élève des perpendiculaires aux plans de ces faces, leur 
point de rencontre commun sera le centre de la 
sphère , circonscrite à la pyramide. 

Si 
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SI de chaque sommet de la pyramide on mène 
une li^ne^ qui passant entre ses trois arêtes, est \ 
des distances égales de chacune d'elles > les quatre 
lignes de division se rencontreront dans un seul 
point, qui sera le centre de la sphère inscrite. 

SI on prolonge indéfiniment de part et d'autre^ 
l'es quatre faces de la pyramide ^ on aura quatre es- 
paces pyramidaux extérieurs, compris entre chacune 
des quatre faces et les prolongemens des trois autres : 
et dans chacun des quatre espaces il sera encore 
possible d'inscrire une sphère. Les expressions gé* 
nérales qui déterminent la position des centres des 
cinq sphères, sont parfaitement analogues à celles 
qui ont été démontrées pour le triangle, et qui ont 
Qté l'objet de notre huitième chapitre. 

Si de chaque sommet de la pyramide on abaisse 
une perpendiculaire sur la face opposée, cesperpen* 
dicujaires se rencontrent dans un seul point, de 
même que dans le triangle. 

£nHn , de même que le triangle est la moitié 
du rectangle de même base et de même hauteur, la 
|>yramide est le tieris du prisme de même base et 
de même hauteur ; ce qui sera l'objet du chapitre 
stdvant. \ 
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488. La capacité d'un volume qnekonque 
ne pouvant être déterminée qu'en comparant ce 
volume à un autre volume qu'on suppose con- 
nu, le cube est le corps qu'on a préféré aux 

autres , 
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autMSy pour servir d'unitë aoK nàinbrci j^. 
lesquels ofi exprime la Gtj[yacité^*iin solides 

' 489* La sûiidité d'un parallélépipède recl' 
angle est égale au produit de ses trois dimenr 
nom y savoir ^ de sa longueur^ de sa largéar 
et de sa hauteur; ou bien, des trois aréks^ 
qm concourent à former chacun de ses angle» 
solides. (Fig. i33.; 

Désignons par A rnnitë linéaire qu'on a 
employé pour exprimer numériquement cha- ' 
cune de ses dimensions : et supposons Taréte 
BC j longueur de la base , égale à pk ; 
Taré te CD , largeur de la base » égale i 
^A y Taréte CF , hauteur du parallélépipède 1 
égale à rA ; les lettres p, q, r, exprimant des 
nombres, absolus quelconques. La sur&ce de 
la base^ égale au produit' de sa longueur mul- 
tipliée par sa largeur, sera donc exprimée par 
pq ÂA; c'est-à-dire, elle contiendra autant de 1 
fois le quarré de A , que le produit pq cour 
tient d'unités. Sur chacun de ces quarrés on 
pourra mettre le cube de A ; ainsi le nombre 
de ces cubes qui occuperont entièrement la 
base du parallélépipède, sera égal au produit 
pq ; il en résultera un parallélépipède, qui au- 
ra la même base que le parallélépipède pro- 
posé , mais dont la hauteur ne sera que d'un 
seul A. Pour Télever à la haiîteur du paral- 
lélépipède proposé, il faudra en prendre un 
nombre égal àr, et les mettre l'un sur l'autre; 
il eil résultera un parallélépipède , qui con- 
tiendra autant de fois le cube de A , que le 

pro. 
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produit pqr conti<*nt d'unités; ce qu'on ex- 
prime en le supposant égal au. produit de ses 
trois dimensions, concourant à former chacun 
de ses angles solides. 

Le parallélépipède est donc égal an produit de 
ses trois dimensions, dans le metne sens que le 
rectangle est égal au produit de ses côtés. Ici, 
Funite du produit étoit le quarré de l'unité linéaire, 
employée pour mesurer ses . côtés. Et dans le pa- 
rallélépipède rectangle , l'unité du produit est le 
cube de l'unité linéaire, avec laauelle sa longueur^ 
sa largeur et sa hauteur a voient .été déterminées. 

T H i O R £ H E. 

^90. La . solidité de tout prisme droit est 
égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Désignant encore par A l'unité linéaire 
qu'on a employé pour mesurer les côtés de la 
base et la hauteur du prisme, la base con- 
tiendra le quarré de A. unt certain nombre de 
fois; et la hauteur sera égale à A, prise un 
autre nombre de fois ; la base pourra donc 
être exprimée par //zA.*, la. hauteur parr nky 
les lettres m et w pouvant désigner des nombres 
quelconques. On pourra donc mettre sur cette 
base un nombre m de prismes dont chacun 
est équivalent au cube de Â ; il en résultera 
un prisme droit, ayant la même base que le 
prisme proposé , et Tunité linéaire A pour 
hauteur. Il faudra^prendre ce prisme n fois, 
pour lui donner une hauteur égale à celle du 
prisme proposé ; lequel par conséquent con- 
tiendra le cube de A autant de fois que le 
produit mn contient d'unités j ce qu on exprime 

en 
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en disant qu*il est égal au produit de sa base 
par sa hauteur. 

Théorème. 

491. 2'out prisme oblique peut être consi- 
déré comme composé (Vautres prismes de même 
base que lui y dont le nombre est aussi grand 
quon veut ^ et dont par conséquent f épaisseur 
€m la hauteur , de même que le.^ talud , est 
aussi petite qu'on veut. 

Divisez le côté du prisme en un nombre 
quelconque de parties , et faites passer par 
tous les points de division, des plans paral- 
lèle» à la base. Le prisme se trouvera aivisé ' 
en un pareil nombre d^autres prismes, ayant 
la même base que le prisme proposé, et dont 
répaisseur sera d'autant plus petite , que le 
nombre des parties aura été plus grand. Ain- 
si , augmentant à volonté le nombre des par- 
ties , on peut diminuer l'épaisseur de chaque 
prisme au-delà de toute quantité assignable. Il 
en faut dire autant du talud de chacun de 
ces petits prismes, qui est à sa hauteur, 
comme le talud du prisme entier est à la hau- 
teur de celui-ci. 

T H lÉ O R È M E. 

492. Deux prismes qui ont la même base^ 
et qui sont compris entre des plans parallèles , 
ou qui ont la même hauteur y sont équivalens 
entreux. 

Imaginons l'un et l'autre des deux prismes 
divisé par des plans parallèles à ceux entre 

les- 
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lesquels ils se trouvent compris , en unnombre 
quelconque de prismes plus petits, mais égaux 
entr'eux : et comparons dans l'idée un c^es pe- 
tit» prismes qui résviltent de la division de 
Tun des deux prismes entiers, avec uu de ceux 
qui résultent de la division de lautre. 

n se peut que ces deux petits prismes soient 
ëquivalens. Peut-être aussi ils ne le sont'pas: 
et c'est-ce qu'il faut au moins supposer, afiu 
de prouver que l'inégalité qui dans cette sup- 
position existeroit entr'eux , peut être rendue 
moindre que toute quantité assignable ; et 
qu^ainsi de ces deux suppositions, la première 
est la seule admissible. 

Comme les bases et les hauteurs de ces 
deux prismes ont été supposées égales , Fin* 
égalité qui est entr'eux, si toutes fois il y en 
a une , ne peut affecter que leurs bords. Oa 
peut se représenter cette différence comme un 
nouveau prisme, ayant pour sa première di- 
mension le contour des deux prismes , leur 
hauteur pour la seconde, tandis que la troi- 
sième dépendroit d\ine manière quelconque 
de l'inégalité de leurs taluds. . 

Nous n'entreprendrons pas d'évaluer cette 
dernière dimension. Nous nous contenterons 
de flaire la remarque suivante» qui suffit pour 
nous conduire à notre but. En augmentant 
le nombre des divisions , on diminuera à vo- 
lonté lepaisseur et le talud de chacun de ces 
petits prismes: et celui qu'on peut se repré- 
senter comme e!xprimaut leur différence , aura 

en- 
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enfin une quantité finie pour sa première di* 
meusion, mais des quantités entièrement éva- 
nouissantes pour chacune dt« deux autres, 
par la simple sup{)osition d*un nombre de di» 
TÎsions, plus grand que tout nombre assignaUe. 

Après aToir comparé entrVux les segmens 
d^une épaisseur évanouissante que Ton peut 
faire dans It^ deux prismes > il faut remonter 
aux prismes entiers. I^eur différence sera com- 
posée d*un nombre infini de p ismes , tel que 
celui que nous venons de décrire y ayant une 
quantité finie pour Tune de leurs trois dimen- 
sions y et des quantités évanouissantes pour les 
deux autres. Ajoutant ensemble tous ces 
prismes , il en résultera un corps , ayant des 
quantités finies pour deux de st*s dimensions, 
tandis que la troisième restera toujours une 
quantité éva-iouissante en comparaison des 
deux autres. 

Ainsi donc, quand même on auroit corn* 
mis une erreur, en supposant chaque segment 
de l'un des deux priâmes égal au segment cor- 
respondant de Tautre, il est prouvé par ces 
considérations qu*on peut diminuer cette er- 
reur à volonté , en suppK>sant un plus grand 
nombre de divisions ; et qu'ainsi , eu emplo- 
yant un nombre de divisions plus grand que 
tout nombre assignable , cette erreur pourra 
être rendue plus petite que toute quantité as- 
signable. 

La diflerence entre les denx prismes est 
donc égnie à zéro; et les prismes eux-mêmes 



seront e^ux entreux. 
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En acimettant dès le commencement la notion 
d*iniini, ^ laquelle il est indispensable , de recourir , 
la démonstfatlon se trouvera énoncée en ces termes* 

Les deux prismes ayant la même base, et sq 
trouvant compris entre les mêmes parallèles, il est 
dair qu'en y faisant passer un nombre infini de sur* 
laces planes, parallèles à la base commune, on ob* 
tiendra dans l'un et dans l'autre des deux prismes 
un* nombre infini de sections égales entr'^Ues. 

• 

Les deux prismes pourront donc être considérés 
comme composés d'un nombre infini, mais égal de 
anrÊtces^ qui toutes sont égales \ la base commune, 
et par conséquent égales entr'elles ; et toute la dif- 
férence entre les deux prismes viendra de ce qu/e 
ces surfaces sont autrement disposées dans l'un que 
dans l'autre. 

Ainsi, si l'on ne considère que le volume ou 
la capacité des deux prismes, ils seront équivalens 
entr'eux. 

Cette démonstration est donc fondée sur un 
principe qu'on est obligé d'admettre, et dont on ne 
peut pas se passer dans les démonstrations qui con« 
cernent les solides : Deux quantités sont égales f 
lorsqu*on peut prouver^ que la différence quil faw 
droit admettre entr'elles f .est moindre que toute 
quantité- assignable^ 

^J* H iS O R È M £• 

493. Le volume de tout prisme ^ droit ou 
oblique i est égale au produit de sa base par 
sa hauteur. 

Le théorème est déjà prouvé pour le prisme 
droit (490V Le prisme oblique est égal au 
prisme droit de même base et de même hau- 
teur (49^)* Il A doQC aussi pour mesure le 
produit de la base par la hauteur. 

494- 
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. 49^* Corollaire I. J)eux prismes quel- 
conques sont donc enir'eux dans le rapport 
composé de celui de leurs bases , et de celui 
de leurs hauteurs. 

495. CorollaireW. Deux prismes qui ont 
des bases égales , mais des hauteurs différentes, 
sont entr'eux dans le rapport de leurs hau- 
teurs. 

r 

496. Corollaire IIL Deux prismes qui ont 
des bases inégales, mais qui sont de même 
hauteur, ou qui se trouvent compris entre 
des plans parallèles, sont entr'eux dans le rap- 
port de leurs bases. 

T H i o R i: M E. 

497- Si une pyramide quelconque S ABC 
(Fig. 1 1 1 .^ est coupée par un plan parallèle 
à la base , qui rencon&e en H la perpendicu- 
laire SG abaissée du sommet S sur cette base\ 
la section DEF qui en résulte dans la pyra- 
midCf est un polygone semblable à la base 
ABC ; et il est à cette base dans le rapport 
du quarré de SH au quarré de SG. 

Lethéorèmeestidentiquementleméme que ce- 
lui qui a été déjà démontré en (^35o), suivi de son 
corollaire (35 1). Les lignes SDA , SLB , SFG 
de l'un et de Tautre, sont les arêtes des deux 

{>yramides SDEF et SABC, ayant langle so- 
ide S commun entr'elles, et traversées par les 
plans parallèles des deux polygones DEF et 
ABC , lesquels par conséquent seront sem- 
blables, et comme tels, se trouveront entr eux 

dans 
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dans le rapport desquarrës dé deux côtés ho- 
mologues quelconques , et par conséquent aus- 
si des hauteurs SH et SG des deux pyramides, 

498. Corollaire. Comme le nombre des 
sections qu'on peut imaginer parallèles à la 
base de la pyramide, est arbitraire, et qu'on 
peut le supposer aussi grand qu'on veut, toute 
pyramide pourra donc être considérée comme uu 
assemblage de plans polygones, disposés les 
uns sur les autres depuis la base jusqu'au som* 
met, et décroissant dans le rapport des quar* 
rés de leurs distances à ce même sommet* 

T H ]£ O R È M E. 

499. Les pyramides qui ont la même base 
ou des ha^es égales^ et qui sont comprises entre 
des plans parallèles y sont équivalentes entr elles* 
(Fig. 134.; 

Soient les deux pyramides SABC et TABÇ,. 
ayant la même base ABC et leurs sommets 
disposés sur un plan parallèle à cette base. 
Abaissez de l'un des deux sommets, tel que S, 
sur lé plan de la base , la perpendiculaire SM« 
Par un point quelconque N de cette perpendi- 
culaire , menez un plan parallèle à la base, 
lequel traversera les deux pyramides , et fera, 
dans Tune la section DEF , dans l'autre , la 
section GHL 

D'après le théorème précédent, ces deux sec» 
lions , semblables toutes les deux à la base 
ABC , seront à cette base dans le même rap* 
port y savoir celui àt& quarrés des deux hau- 

R teurs 
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teurs SN et SM. Les deux sections seront 
donc égales entr'elles; et il en sera de même 
• de toutes les autres sections , faites dans les 
deux pyramides , à une distance déterminée 
du plan de leur base commune» 

Les deux pyramides J>ourront donc être re* 
gardées comme des assemblages de polygones 
égaux , disposés les uns sur les autres, depuis 
la base jusqu'au plan commun de leurs som- 
mets ; dont le nombre, quoique infiai , est x;e- 
pendant le même de part et d'autre , à causg 
de l'élévation égale du sommet de chaque py- 
ramide sur la base commune. 

Les deux pyramides seront donc équiva* 
lentes. 

Le nombre de ces pl^ns doit être supposé îb^ 
ni de part et d'autre, afin que cnacjue couche pyra- 
midale, qui dans le Oks d*un nombre fini de sections 
auroit été une véritable pyramide tronquée , puisse 
être regardée comme une simple surface d'unç épais- 
seur évanouissante, «ou, ce qui revient au même, 
$ans épaisseur. $'il restoit quelque doute sur le 
terme et la notion iV infini ^ nous renvoyons au 
théorème (49^) s dont la démonstration , quoique 
faite pour le cas du prisme , est entièrement appli- 
cable à la pyramide. 

5oo. Corollaire. La démonstration auroit 
été la même , si les deux pyramides , au lieu 
d'une base commune, avoient eu des bases 
égales ou équivalentes. Il suffit d'ailleurs que 
deux pyramides ayent la même hauteur, pour 
être comprises entre des plans parallèles, dès 
qu'elles sont établies sur les bases , auxquelles 
se rapportent ces hauteurs. Delà rë«uUe le 
théorème suivant : 

Th i o- 
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Théorème. 

Soï. Deux pyramides qui ont des base^ 
juivalentes j et des hauteurs égales, sont, équk^ 

ilentes entr*elles. 

* 

Théoeème. 

5oa. Tout prisme triangulaire peut être 
écomposé en trois pyramides triangulaire^ 
^uivalentes entt' elles , et dont deux' ont la 
lême base et la même hauteur que le prisme. 
Fig.i35.) 

De l'arête postérieure AC de la base ABC , 
u sommet opposé £ pris dans l'autre base 
)EF, menez le plan triangulaire AEC. Le 
trisme se trouvera partagé en deux corps, 
un désigné par les lettres ABCE, l'autre ayant 
ïour sommets les points ACDEF. . 

Le premier est une pyramide triangulaire, 
aquelle posée sûr la base ABC^ aura le point 
5 pour sommet. Cette pyramide aura donc 
2 même base et la même hauteur que Iç 
risme. 

L'autre est une pyramide quadrangulairç, 
yant pour base la face postérieure du prisme 
lDPC , et pour sommet le point E , dans le» 
tiél concourent les arêtes AE, CE, fE, DE, 
leoées des quati-e angles de la base. 

De U diagonale AF de la base au sommet 
i , menez le plan triajogulaire AEF. Vous en 
irez deux pyramides triangulaires, l'une com- 
prise entre les sommets ADEF , l'autre ayan( 
»our sommets les points AGEF. \ 

R a L'untt 
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L*une ADEF, posée sur b base DEF, aun 
son sommet en A. Cette pyramide aura donc, 
de même qne la première 'ABŒ , la même 

iNUie el ta même hauteur qnè le prisme. . 

j - 

L'autre pyramide ACEF ne pourra pas 
compter la base du prisme parmi 'ses quatre 
£aMîes, qui soùt les triangles ACE^ GEF, ACF, 
AEF. Cette pyramide cependant sera ëquiYtr 
lente à chacune des deux autres ABCS et 
ADEF. . 

• ■'■A 

Car mise à côté de la première ABCE f en 
les posant sur les bas^ égales CEF. et JK£» 
Élisant ensemble le parallélogramme. BiCEXy 
elles auront pour . sommet commun le poiat 
A : donc ayant des basbs égales et la Ddéint 
hauteur , elles seront équivalentes, r^ .- 

' Cette même pyramide ACEF, misé à cote 
de la seconde pyramide ADEF , en les pojsant 
sur les bases égales ADF et AÇF , qui font 
ensemble le parallélogramme ADFC , aura le 
même sommet qu'elle , sayoir le point £• 
Donc f ayant là même hauteur , et des bases 
égales , ces deux pyramides seront encore équi- 
valentes. 

Le prisme triangulaire proposé sera donc 
la somme des trois pyramides triangulaires 
ABCE, ADEF et ACEF, équivalentes entr elles, 
et dont les deux premières ont la même base 
et la méiàe hauteur que le prisme j ce qui 
fait renoncé du théorème. 

5o3. , ^Corollaire I. Une pyramide trianga- 
laire quelconque étant proposée^ on pourra 

tou- 
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toujours imaginer un prisme de même base et 
de même hauteur , dont par conséquent cette 
pyramide sera le tiers. 

504. Corollairell. Et comme tout prisme 
est égal au produit de la base par la hauteur, 
il s'ensuit que toute pyramide triangulaire est 
égale au tiers du produit, de sa base pai^ sa 
hauteur. 

/ 

505. Corollaire III. Or , quelque soit le 
nombre des côtes d'une pyramide , on pourra 
toujours la partager en des pyramides trian- 
gulaires, par des plans dirigés de son sommet 
aux diagonales de la base. Ces pyramides 
partielles auront pour sommet commun celui 
de la pyramide proposée , et la totalité de 
leurs ))asés sera la Base de la pyramide en* 
tière. Il en résulte le théorème suivant. 

^T H ]é o R È M £. 

506. Le volume de toute pyramide , quel* 
que soit le nombre de ses faces , est égal au tiers 
du produit de sa base par sa hauteur. 

507. Corollaire I. Deux pyramides sont 
donc entr'elles dans le rapport composé de 
celui de leurs bases , et de celui de leurs hau- 
teurs. 

508. Corollaire II. Si les bases sont égales, 
le rapport des pyramides sera celui de leurs 
hauteurs. 

509. Corollaire III. Et si les hauteurs sont 

égales , le rapport des pyramides sera celui de 

leurs bases* 

Thêo- 
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, T B i o m *''K V 

5io. Toute pyramide indngulalre tron^ 
à hases parallèles peut être décomposée en troà 
pyramides entières de la même hautew- ^*ei&> 
tfuUs ayaM des bases inégides y savoir^ la pre- 
mière et la seconde , les deux bases opposées ie 
l^ pyramide ; et la troisième , la moyenne prù- 
portionnelh entre les deux bases ^ i^ig* i3^'j 

/Soit la pyramide tronquée ABCDËF » aysnt 
pour ses deux ba^es les triangles parallèles et 
semblables ABC , DËF; et pour se& &ces lalé- 
rales les trapèzes ÂBDE» BC£F< ACDF« 

Menant du sommet E de )a base super^ure 
k Varête opposée AG de la base inférieure , le 
pian Irianguiaire AEC» on en détachera d'abord 
la pyramide triangulaire ABCE, ayant son som- 
met en £, et pour base le triangle ABC, base 
inférieure de la pyramide. Elle aura done la 
iûême base et la inéme hauteur que là pyra- 
tnide tronquée: nous là désignerons par P. 

Il restera la pyramide quadraogulaire 
ADEFC , ayant son aominet en E , et pour 
base le, trapèze ADFC « qui est une des faces 
latérales de la pyramide. Menant un plan du 
sommet Ë* à la diagonale A F de la base , on 
obtiendra la section triangulaire AEF , qui la 
partagera en deux pyraqiides triai^ulaires, sa- 
voir ADFE et ACFE;. 

La pyramide ADFE, ayant le point A pour 
sommet, ^.t pour base le triangle DEF, poui^ 
ra donc être regardée comme ayant la même 

hau- 
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hauteur que la pyramide tronquée); ïious U 
désignerons par R. 

La troisième pyramide AGFE, que nous nom-* 
merons Q , ne comptera parnii ses fatîes au^ 
cune des deux bases de la pyramide trouquëe 
proposée* 

Pour comparer entr^elles les deux pyra- 
mides P et Q , posons les sur les deux baseâL 
BCEetFCE,^ faisant ensemble le trapèise BCEF. 
Ellçs auront le point A pour sommet com- 
mun ; et étant de la même hauteur j elles se- 
ront entr'elles comme les bases BCE et FCÊ 
(Sog). Mais ces deux triangles, compris entre 
les parallèles BCetEF, et ayant ainsi la même 
hauteur, seront entr'eux comme leurs bases 
(i5a), qui sont les lignes BC et EF. O.n aura 
donc la proportion P:Q=BC;EF. 

Pour comparer entr'elles le$ pyramides Q 
et B , nous les établirons sur les bases ACF el 
ADF , faisant ensemble le trapèze AGDF, 
Ayant alors le point E pour sommet cotA* 
mun , elles serout entr'elles comme ceS: 
mêmes bases , savoir les triangles ACF et ADF 
(So^). Mais ces triangles, compris eux-méméa 
entre les parallèles AC et DF, seront entr'eux 
comme leurs bases (i5î^)> savoir les lignes AC 
et DF. On aura donc la proportion Q:R=:i 
AC:DF. 

Or, les triangles ABC et DEF étant sem- 
blables entr'eux par supposition (497)^ les deux 
rapports BC:ÈF.et ACrDF seront égaux en- 
tr'eux. On aura donc aussi P:Q=Q:R. La 

troi- 
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. frouttème -pfmwide Q aeni donc moyemie pnK 
. pcNrtionneUe eiitre les deux autres. P et R. 

Donc^ en lui supposant la même hauteor, 
il faïudra lui donner pour base , une moyenne 
jproportionnelle entre les deux .bases de la py- 
ifamide tronquée. Cette pyramide sera donc 
la somme de trois pyramides entières f ayant 
la même hauteur qu'elle , et pour leurs trois 
bases t les deux bases de la proposée, et une 
moyenne proportionnelle entre les deux bases. 

5ii. Corollaire. Ce théorème doit néoes* 
sairement s'étendre k toute autre pyramide 
tronquée k bases parallèles , parcequ*à cette 
dernière on ^urra toujours substituer une 
pyramide triangulaire , ayant la même hau* 
teur, et une base équivalente k la sienne.^ 

Tnioaiiis. 

5 19. Tout prisme triangulaire ABCDEF, 
tronqué par un plan DEF ^ qui n* est point pa- 
rallèle à celui de la hase ABC ^ est la somme de 
trois pyramides triangulaires , ayant pour base 
commune celle du prisme , savoir le triangle 
ABC y et pour sommets les trois points D, E, F. 

(l'ig.i^jO 

Conduisant de Tnn des trois sommets y tel 
que E, un plan vers l'arête opposée AC, ap- 
partenant à la base du prisme, celui-ci sera 
partagé en deux pyramides, l'une triangulaire 
ABCE , l'autre quadrangulaire ADFCE. Menant 
ensuite du sommet E de cette dernière , un 
plan suivant la diagonale AF de sa base , 
on en fera encore deux pyramides triangu-* 

• laires , 
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laîres, Tune AFEC, l'autre ADFE. Moyen- 
nant les deux plans AÈC et AEF, le prisme 
tronqué sera donc décomposé dans les trois 
pyramides triangulaires ABCE, AFECetADFÉ, 
qu'il ne sera pas difficile de réduire aux trois 
pyramides , énoncés dans le théorème , ayant 
Abc pour base commune, et pour leurs som- 
mets respectifs les points D, E, F, savoir : les 
pyramides ABCE , ABCF et ABCD. 

La première ABCE, ayant ABC pour base, 
et son sommet en E, n'a pas besoin de ré- 
duction. 

Comparant ensuite la seconde pyratnide 
AFEC à la pyramide ABCF , on verra qu'en 
leur donnant le point A pour sommet com- 
mun , elles auront pour leurs bases respec- 
tives les triangles FEC et BCF, ayant la même 
ligne CF pour base , et compris entre les pa- 
rallèles BE et Cf. Ces deux pyramides, 
ayant des bases, égales et le même sommet , 
seront par conséquent équivalentes entr'elles. 

Comparant enfin la troisième pyramide - 
ADFE à la pyramide ABCD, en trouvera qu'ea 
leur donnant pour bases respectives les tri- 
angles ADF et ADC , qui doivent être équiva- 
lentes, comme ayant la même base AD, et 
comprises entre les mêmes parallèles AD et 
CF, les sommets E et B de ces pyramides se- 
ront disposés sur la ligne BE, parallèle au 
plan commun de leurs deux bases , qui est le 
parallélogramme ADFC. Ces. deux pyramides 
seront donc encore équivalentes. 

Le 
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Le prisme tronque sera donc la somme dé 
trois pyramides triangulaires j ayai^ ABC pour 
base commune j et pour leurs sommets res^ 
pectifs les trois points D^ £^ F ; et on aura sa 
solidité y en multipliant le tiers de sa base» 

})ar la somme des trois lignes qui exprimeot 
es hauteurs des trois sommets 1)^ £j F au- 
dessus de cette basé ÂBC. 

5i3. Corollaire. Si le prisme est perpeu" 
diculaire sur la base ABC, le volume du prisme 
tronqué sera égal au j^roduit de la base ABC, 
par le tiers de la somme des trois arêtes 
mêmes AD, BE et CF, 

Théorème^ 

5 14. Les mêmes choses étant supposées ^ la 
surface de la base AHC est à celle de la sec- 
tion DEFy comme la base NO du triangle rect- 
angle MNO est à son hypoténuse MO ; CangU 
O exprimant r inclinaison du plan de la sec- 
tion DEF vers celui de la base AdC* [t\^ 
137. i38.; 

Le prisme étant, supposé droit, ce qui ren- 
dra les arêtes AD, BE et GF perpendiculaires 
sur la base ABC, et langle O étant supposé 
égal à celui que fait le plan de la section DEF 
avec celui de la base ABC ; élevez dans les 
points A, B, C (Fig. i38j les perpendiculaires 
AD, BE, CF, égales aux arêtes AD, BE , CF 
du prisme ; et de ces mêmes points abaissez 
sur rhypoténuse les perpendiculaires AG, BH, 
CI. Ces perpendiculaires exprimeront en même 
tems les hauteurs respectives des trois points 

'A, 
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A, B, et C (Fig.i3j.) au-desssus du plan de 
la section DEF, qui est supposé faire avec 
celui de la base ABC ^ un angle égal à l'angle 
linéaire O. 

Le théorème précédent nous^pprend que 
pou'V trouver le volume du pri^e tronqué, 
il *fit indifférent de lui donner pour base le 
triamgle ABC , ou bien le triangle DEF ; la 
démonstration étant également applicable aux 
deux cas. Dans le ^premier cas , ce volume 
sera égal au tiers du produit de la base ABC, 
par la somme des trois arêtes AD-f-BE+CF. 
Dans le second , il sera égal au tiers du pro- 
duit de la section DEF, par la somme des trois ' 
perpendiculaires AG+BH + CL Egalant les 
deux produits, on aura la proportion ABC; 
DEF=AG+BH-hCl : AD+BE+CF. 

Mais les triangles AGD, BHE, GIF étanfr 
semblables entr'eux et au triangle ONM , les 
rapports AG:AD, BH:BE et CirCF seront 
égaux entr'eux et au rapport NO; MO. Ou au- 
ra donc aussi AG-f-BH+Cl:AD-hBE+CF=^ 
WO:MQ ; et on en tire immédiatement ABC; 
DEF=:î=]N; O ; MO , ce qui est cpnforme à l'éuon^ 
ce du théorème. 

5i5. Corollaire. Et comme dans le cas 
d'un prisme , ayant un nombre de côtés quel- 
conque, tant la base que la section seroient 
décomposables en un nombre égal de triangles, 

{)Our lesquels ce. même rapport auroit toujours 
ieu , comme dépendant uniquement de Tin- 
clinaison mutuelle des deux plans, on en re- 
tire le théorème général qui suit. 

Théo- 
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' T n i o A È V B. ' 

Si6. Si un prisme droit quelconque est 
coupé par un plan quelconque , qui fait avec 
la oase un angle égal à Oy la section sera à 
la base dans le rapport constant MOiNO. 

(Fig. l^^.l^.) 

Êtder j éfLikS 9on Analyse 'des infinis , a démon- 
tri le premier ce théorème dans le cas très-pardcu- 
lier du cylindre. ïl s'étend à tous les corps prisma- 
tiques quelconques : et dans cette générdlité il est 
encore démontrable par les seuls secours de la Géo« 
métrie élémentaire* 
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517. La surface convexe ou lai^érale d^un 
prisme quelconque se trouve, en menant un 
plan perpendiculairement aux arêtes du prisme ^ 
et en multipliant la circonférence de la section 
qui en résulte , par rareté du prisme. 

Car d'après cette construction , * le contour 
de cette section ne sera autre chose que la 
somme des lignes , qui étant menées perpen- 
diculairement aux arêtes du prisme, exprime- 
ront les hauteurs des parallélogrammes qui 
composent sa surface latérale; et comme les 
bases de ces parallélogrammes sont égales en- 
tr 'elles et à l'arête latérale du prisme, on eu 
trouvera la surface totale, en multipliant cette 
arête par le contour de la section qui lui est 
perpendiculaire. 

5 18. Corollaire. La surface d'un prisme 
droit, qui n'est composée que de rectangles, 

est 
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est donc égale au contour de la base, multiplié 
par sa hauteur. 

Le contour de la section, perpendiculaire aux 
arêtes du prisme oblique, n'est dans aucun rapport 
constant avec celui de la base du prisme. Et quand 
xnéme cette dernière seroit un polygone régulier, 
cette section seroit encore un polygone tres-irré-"" 
^ulier, ayant ses côtés, de même que ses angles 
inégaux entr'eux, 

Thiêorème. 

528. La surface d'une pyramide régulière ^ 
sans y comprendre la base , est égale à là 
moitié du produit du contour de cette base , 
multipliée par la perpendiculaire abaissée du 
sommet sur un des côtés de la base , et quqri 
nomme apothème. (Fig. iSgJ 

« 

Prenons pour exemple la pyramide SABCDE; 
ayant pour base le polygone régulier ABCDE, 
et pour sommet le point S , situé dans la pèr- 

f>endiculaire qui est élevée dans le centra de 
a base. La surface sera donc composée de 
triangles isoscèles égaux entr'çux , ayant cha- 
cun pour mesure la moitié du produit de sa 
base , par la ligne -SL , abaissée perpendicu- 
lairement , du sommet S sur cette base. La 
surface entière , sans y comprendre la base , 
sera donc égale à la moitié du produit du 
contour entier de cette base , par Tapothéme SL. 

T H lÊ o R i: M E. 

529. La surface d'une pyramide régulière 
tronquée à ha^es parallèles y est égale q là de- 
mi-somme des contours des. deux bases ^ par la 
^ hau' 



Les polyèdres semblables* û'Jt 

fnïs deuoà ^ deuùày sont semblables entr'eu)c: savoii* 
es triangles SAB et sab; les triangles SfiC^et si^c $ 
les triangles SGA et sca ; enfin les triangles ABC 

et ùlfc* 

. ' 

Je remarque d*abord qvLe la ressemblance des 
cleux derniers triangles, est une conséquence néces- 
saire de celle des autres» Car ceux-ci étant respec» 
tivement semblables entr'éux, les angles trtëdres 
qui en résultent aux deux sommets S et j seront 
parfaitement égaux; et il s'ensuit que les faces res- 
pectives qui concourent à le9 former , seront égale- 
ïnent inclinées dans l'un et dans l'autre, et qu'elles^ 
formeront des angles plans ,^ respectivement égaux 
«ntr'eux. 

Donc, les triëdres en A et en a ayant des 
angles égaux compris entre des côtjBs égaux, seront 
parfaitement égaux entr'eux; d'où il suit que les 
angles linéaires BAC et bac seront égaux de mèine. 

On prouvera de même la parfaite égalité de9 
trîëdres B et b , de même que des triëdres C et c; 
et on en conclurra l'égalité respective ^es angles U« 
néaires ABC et ahc , ACB et acb, 

. Il s'ei:isuivra de plus que les deux bases ABC 
et abc seront également inclinées, vers les autres 
faces dans l'une et dans l'autre des deux pyramides ; 
et qu'ainsi les deux pyramides, ayant tous leurs 
angles linéaires et tous leurs angles plans , respectif 
vement égaux entr'eux, seront certainement sem« 
blables. 

£n rédul$ant V Tégalité des angles linéaires^ 
semblablement disposés dans les faces des deux py« 
ramides , la ressemblance de leurs faces respectives , 
on trouvera que le nombre des angles linéaires, in« 
dépendans l'un des autres, et pris dans les faces dd 
l'une des deux pyramides, qui doivent être égaux 
aux angles homologues pris dans les faces de l'autre, 
doit être esseiuielleHïeiit de cinq. 

En 



' I 
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Bxï effet , enôposons qne lea deux «pyvtfmidip . 
triangtilairei SABC et^ saie » ayent les angles iB» 
néaires qui suiTeot égaux entr'eus : .ASÀsstuàf. 
BSCssise; ASCssase; ABS=saix; CBS=rc&g. ■ G* 



étant: 



i«^ Les angles triSdi^s S et i des. deiiK ffm^ - 
nidesi compris entre Les aqgles . linéairea égaox/i^^ 
ront parfiûtement égaïuc entr'eux. * - yA 

• . . ■■• -î- . 

fi.^ Donc les angles plans > formés a^x arA^ 
SA et sa 9 SB et ji 9 se et x^^^ seront respective- 
ment égaux entr^eox. 

S fi Les triangTes SAB et sot Seront sêmblablesi 

ayant deux angles de Fan égaux atuc angles homo- 

. logues de l'aii^trije. 

1 



4.® n en ser% de in^me des trian^lesi SBC 
et soc. 



r .;. 



> 5fi Les angles triëdres en B et en 5 sfront 

donc égaux, ayant les angles plans ASBO et ûsh^ 
égatj^t et compris entre dès angles linéaires fèspiso* 
tivement égaux de même. 

6.^ Donc les angles plans SABC et SBCA se:- 
Tont respectivement égaux aux angles plans sabc 
et sbca. 

7.^ Ainsi les an^es triëdres en A et a , ayant 
les deux angles linéaires égaux SAB et sab^ com^ 
v^ pris entre dés angles plan$ égaux , seront par&ite* 

ment égaux entr'eux. 

8.^ Il en sera de même des angles triëdres B 
et i. 

g.^ Donc enfin, les angles linéaires homologues 
qui restent dans les deux pyramides, et dont l'éga* 
Uté n'avoit pas encore été ciémontrée , seront respec* 
tivement égau^ entr*eux : et la, parfaite ressemblance 
des deux pyramides sera démontrée» 

En- 
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Enfin n'onblions pas ce qui d été déjà démon-. 
tré dans le chapitre dts triangles semblables « que 

^ , ^A*X« .1», «^1-.^^-.- ~ M.I i_ jT 



angles homologues. 

On pourra donc comprendre dans le seul théo« 
rème qui suit , les condiUons principales , sous les- 
quelles deux pyramides triangulaires sûnt semblables 
entr 'elles. 

■ • 

Thjéorème* 

53 1- Deuœ pyramides triangulaires sont 
semblables ; dans les cas qui suis^ent» 

Premièrement: lorsqu elles ont deux angles 
trièdres compris entre des faces respectiyement 
semblables. Car dans ce cas tous les angles 
trièdres seront respectivement égaux, étant for- 
més par des angles linéaires respectivement 
égaux entr'eux. 

Secondement: lorsque deux angles trièdres 
de Vune sont égaux à deux angles trièdres de 
Vautre. Car chacun de ces deux angles étant 
formé par trois angles linéaires, on aura donc 
six angies linéaires de Tune, égaux aux six 
angles homologues de l'autre : et c'est déjà plus 
qu'il n'en faut pour la ressemblance. 

Troisièrhement: lorsque les six angles plans, 
formés aux arêtes de Vune des deux pyramides^ 
et qui expriment les inclinaisons respectives de 
ses faces f sont égaux aux angles homologues 
de Vautre. Car il suivra de cette supposition, 
que l'une des deux pyramides pourra toujours 

S prendre 



k . 
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prendre une position telle que ses quatre faces 
soient parallèles aux faces homologués de l'autre. 
Dans cette position , les six arêtes de Vune se- 
ront parallèles aux six arêtes homologues de 
l'autre. Donc, tous les angles linéaires sem- 
blablement disposes dans l«s feces boaiologues 
des deux pyramides, étant égaux deux 2t deux, 
les deux pyramides seront semblables. 

Quatrièmement: lorsque les six arêtes ho- 
mologues de Vune sont proportionnelles aux six 
arêtes homologues de Vautre. Car leurs angles 
solides homologuer étant compris dans cette 
supposition entre des faces triangulaires sem- 
blables et semblablement disposées, les, deux 
pyramides seront semblables. 

53a. Corollaire. Lorsqu^n coupe une py- 
ramide triangulaire par un pian parallèle à sa 
hase 9 La pyI^amide retranchée sera semblable 
à la pyramide entière. Le théorème s'étend 
à toute sorte de pyramides, quelque soit le 
nombre de leurs côtés ; comme nous verrons 
bientôt. 

Théorème; 

533. Les surfaces des pyramides semblables 
sont entr^ elles dans le rapport des quarrés de 
leurs côtés ou arêtes homologues. 

Car ces surfaces étant composées d'un pa- 
reil nombre de triangles semblables et sembla- 
blement disposés, qui tous sont entr'eux dans 
le rapport des quarrés de leurs côtés homolo- 
gues, qui est le même pour tous en vertu de 
la supposition , leurs surfaces entières doivent 
naturellexi^^t suiv^^ Ic ï^ême rapport. 

T HÉ o- 
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S34i Deux pyramides triangulaires SJBC 
et SDEF y qui ont F angle trièdre en S de corn- 
mun ehtreux^ sont entr elles dans le rapport 
composé des trois rapports S^iSD , SBlSE, 
et SClSF, 'qui sont ceux dés arêtes qui com- 
prennent cet angle trièdre; c'est-à-dire , on aU* 
ra S^BC:SDEFz=SAxSBxSC:SDxSExSJÊr. 
(Fig. i4i.; 

De Yxm de$ trois sommets Ë, ptîs sUr k 
base D£F de Tunie / mefnèz un plaii à Fârété 
opposée ÂC de l'autre. Il en résultera utie 
troisième p;^ramide SAEG > moycniïe etitre \é^ 
deux pyramides SABC et SDEF , et qu'oh 
pourra leur comparer de la manière suivante. 

Donnons aux deux ï)yramides SABC et SAEC 
le sommet commun 0. Leurs bdses SAB et 
SAE , situées dans un même plan , exprime- 
ront donc lé rapport qui existe entr'elles (609). 
Ces deux triangles, qui ont U même hauteur, 
sont entr'eux comme leurs bases SB et Sa. 
(1Ô2). On aura donc SABC:SAEC=8BrSE. 

Donnons aussi aux deux pyramides SAÊÔ 
et SDEF le sommet commun £. Leurs bases 
SAC et SDF^ situées dans le même plan^ ex- 
primeront \e rapport qtii existe ei^tr'eMcs (809). 
Ces deux triangles, ayant Tangle eommu» ASC 
au £)SF y seront entr'eux comme le^ produits 
qui les^ comprennent (181): cIb qur donne 
SAEC: SDEF=S A X SC : SD X SF. 

Mcrhipliâttt par ordre et âùpprimâfif la py- 
ramide commune SAEC , se troutâfif à la' fcîfe 

S a par- 
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' parmi les antécédents et parmi les conséquents, 
il en résultera SABC : SDEF = SA X SBx SC: 
SDxSExSF; ce qui fait l'énoncé du théorème- 

T H ]£ o R È M £. 

535. Les pyramides triangulaires semblables> 
sont entr elles comme les cUbes de leurs côtés 
homologues. 

Car les pyramides triangulaires ne pouvant 
être semblables, à moins que leurs angles 
trièdres homologues ne soient égaux entr'eux, 
et qu'il ne règne le même rapport entre les 
aréles homologues qui comprennent ces trièdres 
égaux, le rapport composé du théorème précé- 
dent deviendra celui des cubes des -frètes ho- 
mologues, dans le cas où les deux pyramides 
sont semblables entr'elles* 

j 

Définition. 

536. Deux polyèdres quelconques sont sem* 
blables entj;'eux, lorsquils sont composés d'un 
pareil nombre de pyramides triangulaires sem^ 
blables , et semblablement disposés. 

537. Corollaire. Les polyèdres semblables 
auront par conséquent leurs faces homologues 
semblables entr'elles ; les angles linéaires , les 
angles plans , les . angles piano-linéaires , les 
angles solides enfin qui en résultent, . et qui 
sont semblablement disposés dans les deux po- 
lyèdres, égaux entr'eux: et il régnera partout 
le même rapport entre leurs arêtes homolo» 
gués , leurs diagonales homologues , et les 

lignes 
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lignes en gênerai qui seront semblablement 
disposées dans Tun et dans l'autre. 

T H i o R lè M E. 

538. Les polyèdres semblables sont entreux 
comme les cubes de leurs côtés ou arêtes hO" 
mologues. 

Car composés d'un pareil nombre de pyra- 
mides triangulaires seipblables, ils seront en- 
tr*eux'dans le rapport de ces dernières, c'est- 
à-dire, dans celui des cubes de leurs côtés ou 
arêtes homologues. 

539. Corollaire. Il est donc très facile d'ex- 
primer en lignes le rapport de deux polyèdres 
semblables. Ce problème rentre dans le pro- 
blème général, de .réduire au rapport simple 
de deux lignes un rapport composé quelconque. 

Il n'en est pas de même du problème suivant, 
qu'on peut regarder comme l'inverse du précédent. 

Pn o B L £ ivx £. 

540. Estant donné le rapport de deux polyèdres 
semblables M \ N ^ construire géométriquement , 
cest'h'dire , par la règle et le compas seul , celid de 
leurs côtés homologues A \ B. 

Les polyèdres semblables étant çntr'eux dans le 
rapport des cubes de leurs côtés homologues, on 
aura M:N , comme le cube de A est au cube de B. 
On aura donc aussi réciproquement A;B, comme la 
racine cubique de M est à celle de N. 

La solution arithmétique reviendra à une simple 
^extraction de racine cubique; ce qui rie présente au- 
cune difficulté. La construction géométrique exîge- 

roit 
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rpU flU^dn put trouver rie mémo le c6té d'un cnbei 
égal a un parallèlépipècfe proposé ; ce qu'il est im- 
possible de faire, tant qu'on ne veut employer que 
la règle et le compas. 

Les anciens qui 8*en sont occupés, tels que 
Hippocrate de ClUos , ArcHytas de Tarente , Platm 
qui'étoit rélève de celui-ci,, ont bien reconnu l'iile»- 
tité- de ce problème avec celui d'insérer deux ino« 
yenncs^^ proportionnelles x, y, entre les deux lignes 
dpnnées M, N. Ayant alors les trois rapports éganx 
entr*eux, savoir M;5û, xly^ yîN , on en tirera lea 
rapports suîvans qui seront égaux de même , savmr 
IVP : x». M» : y% et M ; N. Ainsi , les lignes M 
et N exprimant le rapport simple des deux polyëdres, 
le rapport' Mlx ou ylN sera celui de leurs c6téf 
homologues; et le rapport M ; y ou se : N sera 
celu; de leurs surBiçes. Mais par cette raison même 
il est aussi difficile de construire géométriquenie&t 
Tun de^ deux problèmes ^ que d'e^^écuter la coo- 
.etruction graphique de Tautre. 

• 54 î. Nous venons de voir que les égalités 
entre les angles linéaires respectifs, nécessaires 
pour constater la ressemblance parfaite entr^ 
deux polyèdres, doivent être dans la pyramide 
triangulaire au nombre de cinq : et Ton peut 
ob;s^rver que ce nombre est celui de ses arêtes, 
moins une. Cette proposition est susceptible 
d'une généralité infiniment plus grande, parce- 
qu'elle s'étend à tous les polyèdres sans excep- 
tion. Il en résulte le théorème suivant , que 
nous donnons pour un des plus importans de 
la Géométrie entière. 

Théorème. 

54^. Le nombre des données nécessaires ei 
entièrement indépendantes entrelleSy pour dé^ 

' ter- 
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4erminet un polyèdre quelconque , p^rmi tous 
ceux de la même espèce, est égal €iu nombre 
4h ses arêtes. 

Ce très -beau théorème est dû \ t^egendre ; et, 
^ous renvoyons à ses Élémens de Géométrie, Note 
Vm, pour en avoir la démonçtrationy que l'on trou- 
vera fondée en partie sur le grand théorème d*Euler 
(4.77) concernant lea faces ^ les arêtes et les som- 
mets d*un polyëdre, savoir F-|-S=A+2. Noussup-^ 
pl-imons de même les théorèmes généraux sur le 
Bombre des lignes diagonales et des plan&.diagonaux 
qu'il est possible de mener dans un polyëdre quel- 
conque, et qu'on peut également déduire de la pro- 
position d'Euler. Cette proposition nous appren- 
droit edcore, à trouver les nombres des sommets 
triëdres , tetraëdres , pentaëdr^s etc. d'un solide^ 
dans lequel on connoit les nombres des triangles , 
des quadrilatères, des pentagones etc. qui coipposent 
•Bi surface : problème d'analyse indéterminée, qui ^ 
donne lieu ^ un assez grand nombre de consé- 
quences neuves et intéressantes. La suite de ce 
cours naus permettra de revenir ,à c^s différcns. 
objets^ 

CHAPITRE DIXrHUITIElMCÈ. 

LES TROIS CORPS RONDS. 

■<■■ 

D É F I H I T I If s. 

543, Nous <»ntetidôns ici par ôorpS rond^ 
tout corps produit par la révolution auqe sur- 
face plane autour d'une ligne quelconque, qui 
prend alors le nom d'axe. 

544. Coro//a/re. Tout corps rond peut donc 
être regardé comme composé d'une iùfinité de 

. cercles 
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"^ÀBC autour -d'un de ses côtes, tel que AB. 
' (Fig- 143.) 

550. Corollaire I. Toutes les sections co- 
niques, faites perpendiculairement à Taiçe du 
cône f et par conséquent parallèles à la base , 
sont des cercles^ dont les rayons décroissent 
depuis la base jusqu'au sommet, dans le rap- 
port même de leurs distances à ce sommet. 

55 1. Corollaire IL Toutes les sections^ 
faites suivant Taxe même AB du cône, .sont 
des triangles isoscèles, doubles du triangle gé- 
nérateur ABC. 

552. Corollaire ÏIL Toutes les lignes, me- 
nées du sommet A du cône, à un point quel- 
conque de la circonférence de la base , sont 
des lignes droites, égales à l'hypoténuse AG 
du triangle générateur ABC. 

Le cône oblique est celni dont Taxe h\t un 
angle oblique avec le plan du cercle qui lui sert de 
base. Un tel cône n'est pas un corps rond et ne 
peut guères entrer dans le plan d'une Géométrie 
élémentaire. 

Toutes les sections, faites dans le cône droi^ on 
oblique , qui ne sont menées , ni suivant Taxe du 
cône , ni parallèlement à la base , sont des lignes 
courbes , connues sous le nom de sections coniques^ 
et dont l'analyse est un des principaux objets de la 
haute Géométrie. 

553. Sous le nom de cône tronqué on en* 
tend toujours un cône droit , tronqué parallè- 
lement à la base! On peut se le représenter 
comme proiluit par la révolution du trapèze 

rectangle BD£C^ autour de l'axe BD. (Fig. \\i,) 

Le 
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Lb cerde devint être considéré cômma nn fu 
Ijgone régulier d'an nombre infini de côtés, Ui 
théorèmes qui concernent les surfaces et les «oluma ^ 
des cylindres et des cônes rentreront dans la ctiMst 
générale de ceux qui ont âéfk été démontrés pour 
les prismes et les pyramides. Nous pouvons donc 
proposer sans démonstration les méorèmes qû 
fuivent* 

T H l£ Q B È M E. 

554» La surface convexe du cylindre droU 
est égale au produit de la circonférence de sa 
base, par F axe du cjrlindre (bii). 

Ainsi désignant par r le rayon de la base^ par 
h la hauteur ou l'axe du cylindre » sa surface co«- 
treze sera égale à Q?trh. 

La surface du cylindre oblique dépend de h 
rectification de l'ellipse , qu'on obtient en coupant 
le cylindre perpendiculairement \ son axe \Svj)\ 
problème difficile ^ même parmi ceux de liaolt 
Analyse. 

ThiSoreme. 

555. Le volume du cylindre est égal au 
produit de la base par la hauteur ([\^^). 

Il sera donc ^rrh» 

La hauteur du cylindre droit est l'axe même da 
cylindre. Dans le cylindre oblique, c'est la perpen 
diculaire abaissée d'une base sur l'autre. 

Théorème. 

556. La surface convexe du cône est égale 
au produit de la demi-circonférence de sa base 
par le côté du cône^ 

Car 
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'*-'■' Car la surface convexe^ de It pTramide régulière 
•st égale à la denli-circonférence de la base^ multi^i 
pliée par Tapothéme (5sA). Plus la pyramide a d# 
côtés, et plus la différence' entre son arête et son 
'spothéme devient insensible. Dans le cône enfin , 
l'arête et Tapothéme se trouvaqt entièrement con- 
fondus avec le côté du cône, c'est en multipliant ce 
côté par la demi-circonférence de la base , qu'on 
trouvera sa surface convexe. 

Quant à celle du cône oblique ^ elle est l'objet 
d'un problème très^difficile de naute Analyse. 

T H JÊ O R È M E. 

I 

9 

557. La surface convexe dà cône tronqué 
se trouve , en multipliant la demi-somme des 
circonférences des deux bases par le côté du 
cône tronqué fS^g^. 

Ce qui étoit la hauteur de chaque trapèze de la 
suT&ce,'tant que la base de la pyramide étoit un po- 
lygone régulier d'un nombre fini de côtés, devient 
côté du cône tronqué j lorsque ce polygone devient 
cercle. 

Théorème. 

558. Le volume du cône est égal au tiers 
du produit de la base par la hauteur^ qui dans le 
cas d*un cône droit est V axe même du cône (5o6^. 

Théorème. < 

559. Le volume du cône tronqué se trouve^ 
en multipliant par le tiers de son axe , qui 
dans le cône droit est la distance des centres 
des deux bases ^ la somme de ces bases y plus 
une moyenne proportionnelle entre les surfaces 
dç ces menées bases (bio). 

Donc, 



\ 
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Donc f désignant par h la hauteur du c6n6 
tronqué; par r et j les rayons des bases; les sur- 
faces de ces bases seront ^rr et srxx; leur moyenne 
proportionnelle nrs ; le volume du cône tronqué se- 
ra donc égal au tiers de 'ifh^ multiplié par rr4-rx-f%rf i 

DEFINITIONS. 

560. La sphère est le corps rond , produit 
par la révolution du demi-cercle AMB autour 
du diamètre AB. (Fig. j44J 

Le centre , le diamètre et le rayon de la sphère, 
8ont les mêmes que le centre, le diamètre et le 
rayon du cercle générateur. La sphère peut être 
considérée comme composée d'une infinité de sec- 
tions circulaires, parallèles entr'elles , et perpendi- 
culaires ^ l'axe de rotation ACB , qui ont pour ra- 
yons, décroissans depuis le centre C jusqu'aux deux 
sommets A et fi , les perpendiculaires PM ,. abais- 
sées d'un point quelconque de la crrconFérence du 
demi-cercle générateur, sur le diamètre AB. 

56 1. Le segment sphérique est la portion 
de la sphère , produite par la révolution du 
trapèze circulaire PQMN, ou CPMD, ou CQND, 
autour de Taxe de rotation AB. 

Le segment sphérique est donc compris entre 
deux sections circulaires parallèles , qui en sont les 
bases opposées, La portion de la sphère, produite 
par la révolution du demi-segment circulaire APM 
autour de l'axe commun , est aussi lui segment 
sphérique , qui s'étend alors depuis la section circu- 
laire dont le rayon est PM , jusqu'à l'extrémité de 
l'axe A. 

56a. La zone est la surface convexe du 
segment sphéri^*^^^' produite par la révolution 
de lare Mil^ qxX ^^ autour de Taxe commun. 

Si 



* 



Les trois corps ronds. iSo 

Si le segment s'étend jusqu'à Textréniité A de 
l*axe, la zone^ produite alors par la révolution 
de. l'arc entier AM autour de l'axe commun , 
prend le nom de calotte j' dont la hauteur AB 
est désignée alors par le nom de flèche. 

563. Le secteur sphérique est la portion 
de la sphère, décrite par la révolution du sec- 
teur circulaire ACM autour de J'axe AC. 

Le secteur sphérique est donc composé du seg« 
ment sphérique , ayant pour hauteur la flèche AP ^ 
et pour rayon de sa hase la ligne PM; et du cône, 
produit par la révolution du triangle CPM^ ayant 
' pour sommet le centre Ç> pour hauteur la ligne CP, 
et de plus la même hase que le segment. 

564- Toute section de la sphère^ faite par 
un plan , est un cercle. 

Cette proposition est une conséquence très-na- 
turelle de (3fi52). Tous les points de la section étant 
également éloignés du centre de la sphère, en ver- 
tu de la définition de celle-ci j doivent être aussi 
également éloignés de tous les autres points de la 
perpendiculaire 9 que de ce centre on aura ahaisdé 
sur le plan de la section. Ils le seront donc aussi du 
point d'intersection de cette perpendiculaire avec le 
plan, lequel par conséquent sera le centre de cette 
section, nécessairement circulaire. 

565. La perpendiculaire élevée dans le 
centre du cercle qui résulte de la section qui 
' a été faite par un plan quelconque, se nomme 
nxe de ce cercle: ses deux extrémités^ situées 
dans la surface même de la sphère , en sont 
les pôles. 

L'^xe d'une section circulaire quelconque est 
donc aussi diamètre de la sphère. Toutes les sec« 

tions 



a86 Cbap. XYItL 

lions parallèle^ entr'ellea , ont nu axé cômmsii j et 
les marnes pôles. Le diamètre AB sera l'aKe coui* 
mun de tous les cercles, décrits par les lignes MP| IV 
NQ, DC qui sont perpendiculaires sur tui; et itt 
auront tous pour leurs deux pôles, les points A 



i. 



et B. |i 

566. La section citculaire^ faite par un 
• plan qui passe par le centre de la spiière^ est 

appéilée grand cercle de la sphère. Tous \ei 
autres sont nommés petits cercles. 

C'est ainsi qtre pendant la rotation dit detfd* 
cercle ADB autour de l'axe AB, le rayon CD setd 
décric un grand cercle; toutes les autres perpendi* 
culaires , telles que PM ^ Ql7 , décrivent des pedu 

cercles. 

• 

567. Corollaire I. Tous les points de la dr- 
conférence d'un grand cercle sont éloignes âé 
cl^cun de ses deux pôles, d^un quart de la 
circonférence sphérique. 

568. Corollaire IL Tous les grands cercles 
de la sphère sont égaux entr'eux. 

569. Corollaire III. Deux grands cercles 
se coupent toujours en deux parties égales , 
ayant le diamètre de la sphère pour intersec- 
tion commune. 

670. Corollaire IV. Toirt grand cercle di- 
vise la sphère et sa surface en deux parties 
égales. 

571. Corollaire V. Tout gra-nd cercle tpn 
est perpendiculaire à un autre, passe aussi 
par les pôles de ce dernier ^ et est conduit 
suivant son axe. 

671. 
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57a. Corollaire VI. Reciprcwjuelnent j tout 

jrand cercle qui passe par î'un des deux pole^ 

^'un autre grand cercle , passera aussi par 

Tautre , et sera perpendiculaire au plan de ce 

dernier cercle. 

T H ]é o a É M s* 

673. I^a surface convexe du cône tronqué^ 
produit par ht résolution du trapèze rectangle 
PROM autour de Vaxe AB , qui est le dia^^ 
mètre du cercle dont MO est une corde, est 
égale au produit de PB, hauteur de ce trapèzey 
par ta circonférence du cercle qui a pour rayor^ 
k apothème CN de la corde MO. (Fig. i^b.) 

La surface convexe de tout cône tronqua 
Mt égale au produit du coté du cône , multi- 
plié par la demi somme des circonférences de 
ws deux bases ipà'j)- Pour trouver dans kl 
cas présent la demi* somme des rajroos de ce» 
bases ^ qoi sont les lignes PM et RO, il faut 
^ abaisser du centre Ù sur la corcie MO Tapo^ 
' ihème CN; alors la ligne QN, parallèle aux 
deux bases , sera la demi-somme demandée» 
La sur&ca du cône sera donc égale à la cir- 
conférence du cercle dont QN est le rayon ^ 
multipliée par MO; ou bien a^rQNxMO. 

Abaissant la perpendiculaire MS, on aura 
ks. deux triangles rectangles CQN et OSM (i65) 
qur donnent la proportion QTï:CN=SM:N40-j 
d'où il résulte TégaUté des produits QNxMO 
et CNxSM; ou bien QNxMO et CNxPR. 
La surface convexe- dut cône sera «donc égale à 
anr CNxPR:^et comme o* CN eat la oircoufé- 

rence 
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rence même du cercle qui a CN pour rayon, 
cette expression revient à Ténonce du thëorème. 

574- Corollaire I. Donc, en supposant les 
arcs AG, GM, MO, OH etc. égaux entreux, 
ce qui établira aussi IVgalité de leurs cordes et 
de leurs apothètnes, on aura les surfaces con- 
vexes des cônes , produits par la révolution 
des trapèzes DPGM, REOH, EFHI, FLIK au-, 
tour de l'axe AB, égaux à 2»CNxDP, a»CMx 
RE, a»CîîxEF, a^CNxFL. 

675. Corollaire II. Les surfaces des cônes, 
produits par la révolution des triangles ADG 
et BLK, situé aux deux extrémités de Taxe, 
sont soumis à la même règle; Elles sont égales 
à airCNxAD, et airCNxBL. 

576. Corollaire III. Et comme tous ces 
produits ont le facteur avCN commun entr'eux, 
la surface convexe, produite par la révolution 
d'une partie quelconque du contour d'un tel 
polygone, telle que GMOHI, égale à a»CîJxDF; 
ou bien, à la circonférenœ du cercle dont Cîî 
est le rayon , multipliée par DF , partie cor- 
respondante de Taxe. 

577. Corollaire IV. Et si le nombre des 
côtés du polygone est pair, la surface produite 
par la rotation de son contour entier autour 
de Taxe AB est égale à a^CN, circonférence 
du cercle , dont Tapothème CN est le rayon , 
multipliée par le diamètre du polygone AB. 

P R o U ^ * ^^ ^- 

578. Supposant d*» po\ygoT\es téguUers, arant 
contours égaux . ^ ^^^^ ^^"^ *^' ^^ nombre 



dea contours égaux . ' 

° "**» mais 
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Me côtés double de celui de l'autre ; on demande le 
rapport qui est entre les surfaces des corps, produit 
par la révolution de ces polygones autour de leurs 
diamètres respectifs. (Fig. 101.) . 

Soit FE, côté du triangle rectangle CFE^. le de- 
mi-côté de Tun des deux polygones; soit aussi ABD^ 
base du triangle isoscèle ACD , le côté du polygone 
qui ait un nombre de côtés double ; et pour que 
les contours des deux polygones soient égaux en- 
Ir'eux , supposons F£=AD. Les sur&ces des corps, 
produits par leur révolution autour de leurs dia- 
mètres respectifs, seront entr'elles, en vertu du 
théorème précédent, comme a»CFxCE:2»CBxCD ; 
c'est-à-dire, comme CFxCElCBxCD. Le rapport 
des deux surfaces sera donc visiblement composé 
des deux rapports qui suivent, CFlCB et CE:CD. 
Le premier des deux rapports CF l CB se réduit 
^cilement à CLiCA, à cause des triangles sem- 
blables CBA et GFL. Reste donc à réduire l'autre 

CE;CD. 

Abaissant de D sur AC la perpendiculaire DN, 
les triangles semblables DBC et AND fourniront Id 
proportion DN : 'AD = BC : CD. Et le^ triangles 
semblables CFE et CND donneront celle-ci, DN: 
FE=CD:CE; ou bien DN:AD=ÇD:CE, à cause 
de l'égalité des deux lignes AD et FE. Ainsi les 
deux rapports CD: CE et BC:CD ou BCrCA étant 
égaux entr'eux , il sera permis de substituer l'un à 
r«atre dans celui des deux surfaces qu'on demande ; 
lequel se trouvera donc réduit au rapport composé 
des deux rapports CL:CA et CA:BC; c'est-à-dire^ 
au rapport simple CL:CB. 

Ainsi donc, en conservant le contour d'un po- 
lygone régulier, mais en doublant le nombre de 
ses côtés, la surface du corps, produit par sa révo- 
lution autour du diamètre se trouvera aggrandie 
dans le rapport CL:CB. Elle sera donc la plus 
grande possible , lorsqu'en augmentant, le nombre 
des côtés au-delà de toute quantité assignable , ou 
aura fait dlsparoitre tous les angles du polygone. 
Il en résulte le théorème suivant : 

T Thbo- 
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Théorème. 

I 

579, La ^tirface de la sphère est pins grande 
que celle de tout autre corps, produit par la révo- 
lution d'un polygone régulier, d'un contour égala 
la circonférence de son cercle générateur, autour du 
diamètre» 

Théorème. 

5 80. La surface de la zone sphériqtie; pro- 
duite par la révolution d'un arc de cercle quel 
conque 9 tel que MN autour du diamètre JBy 
est égale au produit de la circonférence entière 
par la ligne PQ^ comme étant la partie du 
diamètre qui répond perpendiculairement à tare 
MN. (Fig, i44-; 

Le cercle n'e'tant réellement autre chose 
qu'un polygone régulier d'un nombre infini de 
eôtés, le théorème actuel est compris dans le 
précédent. En augmentant le nombre des cô- 
tés d'un polygone régulier inscrit à un cercle 
donné 9 on diminue l'excès que le rayon du 
cercle a sur l'apothème du polygone. 

La dernière limite de l'apothème est le 
rayon lui-même. La construction géométrique 
qui apprend à doubler le nombre des côtés , 
ne conduiroit à cette limite, qu'après avoir été 
répétée un nombre infini de fois. Mais enfin, 
ce nombre étant supposé tel que l'apothème 
devienne égal au rayon, l'angle au centre sera 
nul, l'angle iuterne sera égal à deux angles 
droits, tous les sommets du polygone s'eVanoui- 
,ront , le polygone lui-même deviendra cercle, 
et le corps produit par sa rotation sera une 

sphère 
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sphère. Multipliant la eîrconfiérefice de cette ^ 
sphère par la hauteur d'une zone sphérique^ 
on aura donc la surface de celle-ci. 

58 r. Corollaire I. La sui^Éice de la calotte 
sphérique, produite par la révolution de l'arc 
AM autour du diamètre , sera donc égale au^ 
produit de la circonférence entière par la 
flèche AP. 

f 

58îi. Corollaire IL La surface de la sphère 
entière est donc égale au produit de la circon- 
férence, multipliée par le diamètre: ou bien^ 
à quatre fois la sur:^ce de son grand cercle. 

583. Corollaire Wli Le quarré du ^diamètre 
est donc à la surface de la sphère ^ comme le 
diamètre est à la circonférence. 

■ \ 

Théorème» 

684- Le corps produit par là révolution du 
triangle ABC autour de F un de ses côtés AC, 
est égal au tiers du produit de ce côté , par la 
surface du cercle^ dont le rayvn est la perpen-^ 
diculaire BD. (tig^ i46^. 

Ce corps est visiblement la somme de denx 
cônes droits, opposés par leur base commune^ 
savoir le cerclé décrit du rayoti BD , et qui 
ont pour leurs hauteurs respectives les lignes 
AD et CD , dont la somme esf AC , côté du 
triangle ABC. Le théorème est donc un simple 
corollaire de celui qui concerne le volume du 
cône. (558) 

Ta . Théo- 
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; ,585. Le triangle JBC étant suppôt recr 
tangle en. B^ et les Ugnes BÉ e* BF étant égales 
jenta^eJies de part^ei d^autr^ dupwU B; étant 
'^baissées 4e plus des deux points E et F ks 
pèrpendiùuiams EG fit^fH ,sur AC^ le. corps 
J^rodmt pat la^rotatUm du trianale isùscèle EJF 
euitour fie Faxe AC^ sera égaiaux deux tim 
du produit de là' Ugne GH^ par la surface du 
eàtle^ dont le tayon est AB. (Fïg. 146J 

. Ce corps aerà égal à la différence deft deux 
corps,: produits Tuii ipar la rotation du tri- 
angle AEG « Tau tre* par celle du triangle AFC^ 
-autour de ' Taxe commun AC. En vertu du 
thriorème .précédent » les Tolunfes de ces coi^ 
seront , respectiveinent ^auz aux produits 
.»EG*XAC, et srFH'xAG. I# &cteur irAG 
' étant commun de part et d'autre, la différence 
des deux corps reviendra donc au tiers de 
irÂC f multiplié par la différence des deux 
qùarrés de ÉG et de. FH. 

Gette différence sera égale à la somme des 

côtés £G et FH , multipliée par la différence 

de ces mêmes côtés (ai a). La première est 

aBD ; l'autre est £K. Le Corps produit par 

la révolution du triangle AEF autour de Taxe 

, AC sera donc égal aux deux tiers du produit 

aACxBDxEK. 
« 

La ressemblance des triangles ABC et ADB 
donne AC:BC=AB:BD : d'où il résulte les 
produits égaux ACXBD et ABxBC. 

Les 
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Les triangles semblables ABC et EKF donnent 
la proportion BC:AB=FK;EK; d'où l'onob- 
tient encoi^e les produits égaux BCxEK et 
ABXFK. 

Multipliant par ordre , et divisant de part 
et d'autre par le facteur commun BC , le pro. 
duit ACxBDxEK sera réduit àAB'xFK, ou 
AB*xGH. OrarAB' est la surface du ôercle 
dont le rayon est AB. Le corps produit par 
la, révolution du triangle AEF autour de l'axe 
AC sera donc égal aux deux tiers du produit 
de la surface de ce cercle ,' multipliée par la' 
ligne GH. '< 

T H ]é o R JÈ M £. 

586. Le polygone régulier AGMOHI etc. 
étant inscrit au cercle dont le rayon est AC , 
le corps produit par la révolution d'un secteur 
quelconque de ce polygone CGMOH autour de 
Taxe DCE^ est égal aux deux tiers du produit 
de la partie correspondante DE du diamètre^ 
multiplié par la surface du cercle dont le rayon 
est t apothème CN. (Fig. i^B.J 

Ce corps est la somme des corps partiels, 
produits par la rotation des triangles isoscèles 
GCM , MCO , OCH etc. autour de l'axe AB. 
L'apothème CN étant, le même pour tous , le 
corps entier , en vertu du théorème précé- 
dent, sera donc égal aux deux tiers du pro- 
duit de la surface du cercle dont cet apothème 
est le rayon, multipliée par la somme des 
lignes DP , PR , RE etc. c'est - à - dire par la 
ligue DE , énoncée dans le théorème. 

537. 
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BSj. CôHoHaife l. Dono» si le nonibre 
deS/C^tës de ce' «polygone! est ^ pair , le. corps 
produit par sa rotatioQr autour du diamètre 

,AB sera égal aux deux tiers du produit de (je 
diamètre , multiplié par la surface du èercle » 

'qui "a pour rayoo lapothéme Gif ; ou de 

588. Corottaire II. La surface de ce inèsie . 
corps est égale à .3irCN>^I)£ ; i ou bien, ih 
circonférence du cercle dofat CN est le rayoo, 

^multipliée par DE. Le volume du oorpSi 
produft par la rotation du secteur GMOHG^ 
de même que du 'polygone entier, autour de 
Vaxe AB, sera donc égale au tiers du produit 
de sa surface par Tapothéme, 

il. 

/ I 

589. Corollaire III. Et comme ,;en coQr: 
servant le contour du polygone , et en dôu* 
blant le noftibre de ses côtés, on aggrandit*i- * 
là- fois son apothème , et la surface du corps 
produit par sa révolution , on aura donc aug- 
menté à plus forte raison le volume de ce 
corps. 

Sgo. Corollaire IV. Ce volume sera donc 
le plus grand possible, lorsqu'après avoir augt. 
mente le nonibre des -côtés au-delà- de toute 
quantité assignable , le polygone régulier sera 
devenu cercle. Le volume de la sphère est 
donc plus grand que celui de. tout autre corps, 
produit par la révolution d'un polygone ré- 
gulier , d'un contour égal à la circonférence 
de son cercle générateur^ autour du diamètre. 

Thjéo- 
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691. Le volume de la sphère est égale au 
tiers du produit de sa surface , multipliée pat 
te rayon. 

Le cercle n'étant en effet qu*tin polygone 
régulier d'un nombre infini de ,côte's , ayant 
par conséquent pour , apothème le rayon même 
de la sphère; le théorème actuel sera entière- 
ment compris dans! le précédent (587), dont 
il ne présente qu'un cas particulier. 

D'ailleurs , en se représentant la sphère 
comme composée d'un nombre infini de py- 
ramides , ayant le centre de la sphère pour 
sommet commun y et son rayon pour hauteur 
commune, tandis que la totalité de leurs bases 
est égale à la surface de la sphère, ce théo- 
rème, est encore un cas très- particulier de celui 
qui nous apprend, que le volume de toute 
pyramide en général est égal au tiers du pro- 
duit de sa base par la hauteur. , 

59a • Corollaire!. La sphère est donc égale 
à quatre fois le produit de la surface de son 
grand cercle, multipliée par le tiers du rjtyon : 
et dé$ignant le rayon par r, on aura {nr^ pour 
expression de son volume. 

693. Corollaire IL Elle est donc égale aussi 
aux deux tiers du cylindre circonscrit. 

Ô94- Corollaire IIL Elle est au cube de 
son diamètre, exprimé par 8r^, comme 3r:6. 
Si l'on exploie pour n le rapport ^2:7, la 
sphère sera au cube de son, diamètre, comme 
11:21.. 

. ^ 535- 
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595. CoroUaire IV. Coniioissânt le yolume 
4'uQe sphère, Iç rapport. v:6 fera trouTer le 
^niibe de son diamètre* 

• f • ■ • 

Sg6. CoroUaire V. Le diamètre de la sphm .1 
sera donc .au côté d*uii ^nibe égal en voimne/ 
«comme lar^cine cubique , de. at est à celle ds 
«; ou bien , comme 1 : |3<>&99j5..v^ C'est fe .ra|h 
port des nombres ^:4; plus éxaotemeiktSiiMi- 
ou 67;54. * . • ' rr 

597. CoroUdite VI. Dciûx «pbères iii^ttis ; 
sont entr'elles comme les cubes de leurs dit* 
mètres* £(t réciproquement .les diamètres soofe ; 
entr'eux comme les racines cubiques des ^vôi; 
Inmes de leur» sphères respectives* <:'i< 
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598. Tout segmefit demhèrè, compris enirê} 
deux petits cercles parallèœs entr^euà:, est égai 
à la demi-somme des bases ^ multipliée par la 
hauteur du segment , plus le volume d'une 
sphère , dont cette hauteur seroit le diamètrt% 

' Le demi-segment circulaire PML!NQ , dont 
la révolution autour de AB produit un seg; 
ment sphérique , tel que celui du théorème y 
est égal au trapèze PMNQ , plus le secteur 
MLNC, moins le triangle isoscèle MNC. Le 
segment sphérique du théorème sera donc égal 
au corps produit par la rotation > du trapèze 
PMNQ, plus le corps produit par; la rotation 
du secteur MLNC , moins le ^corps produit par 
la rotation du triangle MNC, autour de Taxa 
commun ÂB. 

Le 
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Le premier de ces trois- corps est ëgal à 
f»PQ, multiplié par PM'-f-PMxQN-4-Q]S\ô59)i 
Le second est égal à |»PQ X aCM' (686). Lé 
troisième est égal à îjrPQX^Cl' (ô8ô). 

_ » 

Comme le facteur î^PQ est commun à tous 
les trois, le segment sphérique produit par la 
rotation du demi-segment circulaire PMNQ , 
sera ëgal à îirPQ, multiplié par PM'-f-PMx 
QN+QN*4-2CM*~^aCr: ou bienàiirPQ, mul- ^ 
tiplié par aPM'-h^iPM X QN-haQN'-f-4GM'~ 
4Cr. Il faudra réduire cette expression. 

La différence des quarrës de CM et de Cl 
est égale au quarré de MI (t»o8); et prise 
quatre fois, elle donne le quarré de MN, qui 
est lui-même égal à la somme des quarrés de 
KLN et de PQ (ao8). L'expression deviendra 
donc aPM*+aPMXQN4-aQN*-f-KJ!î'+PQ\ 

La ligne KN étant la différence des lignes 
PM et QN, son quarré sera PM' — aPMx 
QIÎH-QN' (an). Substituant cette expres^ionj, 
on aura 3PM*4-3QN'4-PQ'. 

La solidité du segment sphérique sera donc 
composée des deux parties qui suivent* La 
première est IjtPQ, multiplié par 3PM*-t-3QN% 
ou TJrPQ, multiplié par PM'+QN' : c'est la 
demi-somme des deux petits cercles ayant pour 
rayons les lignes PM et QN (3o4) , multipliée 
par la hauteur PQ. La seconde sers, firPQ, 
multipliée par PQ', ou IjtPQ'; c'est le volume 
d'une sphère, dont PQ est le diamètre; de qui 
est parfaitement conforme à Ténoncé du théo* 
rème. 

V 539. 
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699. Corollaire I. Si l'une des deux bases 
sVyanouit , le corps rond engendré par la re- 
lation du demi-segment AMLNQ autour de 
l'axe AQ, sera lirAQXQN', plus t»AQ'; c'est- 
à-dire , égal à la moitié d'uii cylindre de même 
base et de même hauteur , plus le volume 
d une sphère , dont cette hauteur seroit le 
diamètre. 

600. Corollaire II. Si cette hauteur est 
£>rt petite en comparaison du diamètre de la 
sphère, on pourra dans bien des circonstances 
supprimer la seconde partie de la formule. 
Le volume du segment sphérique sera égal 
alors à la moitié du cylindre, de même base 
et de même hauteur. 

601. Corollaire III. Le segment de sphère, 
compris entre deux cercles parallèles, tels que 
ceux qui ont pour rayons les lignes PM et QN, 
est égal au cône tronqué compris entre ces 
mêmes cercles , plus les deux tiers d'un cy- 
lindre , ayant leur distance PQ pour hauteur, 
et la corde MN pour diamètre. (Fig. 147.^ 
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